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INTRODUCTION 


1. II y a plus de 50 ans que l’ingtaieur Heaviside ( x ) introduisit 
ses regies de calcul symbolique, dans un memoire audacieux oil des 
calculs math6matiques fort peu justifies sont utilises pour la solution 
de probiemes de physique. Ce calcul symbolique, ou op^rationnel, 
n’a cesse de se developper depuis, et sert de base aux etudes th6o- 
riques des eiectriciens. Les ingenieurs Vutilisent syst6matiquement, 
chacun avec sa conception personnelle, avec la conscience plus ou 
moins tranquille ; c’est devenu une technique « qui n’est pas rigou- 
reuse mais qui rfcussit bien ». Depuis l’introduction par Dirac ( 2 ) de 
la fameuse fonction 8(x), qui serait nulle partout sauf pour x — o et 

/ +» 

S(x )dx — + 1, les 

formules du calcul symbolique sont devenues encore plus inaccep- 
tab.’es pour la rigueur des mathematiciens. Ecrire que la fonction 
d’Heaviside Y (x) 6gale & o pour x < o et a 1 pour x > o a pour 
d£riv6e la fonction de Dirac 8 (x) dont la definition m£me est mathe- 
matiquement contradictoire, et parler des derivees 8' (x), B" (x), ... 
de cette fonction denude d’existence reelle, c’est depasser les limites 
qui nous sont permises. Comment expliquer le succes de ces me- 
thodes ? Quand une telle situation contradictoire se presente, il 
est bien rare qu’il n’en resuite pas une theorie mathematique 

( l ) Heaviside [ 1 ] 

(*) Dirac [1 1 
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nouvelle qui justifie, sous une forme modifiee, le langage des 
physiciens ; il y a m£me 1& une source importante de progres des 
mathematiques et de la physique. En fait de nombreuses justifica- 
tions du calcul symbolique ont ete realisees ; les principals sont 
dues k Carson et van der Pol (*). Mais, si elles sont mathematique- 
ment parfaitement rigoureuses, elles nesatisfont pas les physiciens, 
car ou bien elles passent par la transformation de Laplace, ce qui 
modifie completement la question, ou bien elles eliminent la fonc- 
tion 8 et ses derivees et interdisent des methodes dont le succes etait 
incontestable. 


2. Nous avons generalise la notion de fonction, d’abord par celle 
de mesure, puis par celle de distribution. 8 sera une mesure et non 
une fonction, 8' une distribution et non une mesure. II y a d’ailleurs 
bien longtemps que les theoriciens du potentiel magnetique utilisent 
les doublets ou dipoles, les feuillets ou doubles couches, etc... ; 
mais ce sont la des £tres a part, de definition d’ailleurs douteuse, 
sans liaison avec ceux du calcul symbolique des electriciens. 
Notre chapitre I donne une definition generate des distributions. 


3. II est ensuite necessaire d’etablir les regies de calcul sur les 
distributions de fa^on a concilier les regies usuelles du calcul diffe- 
rentiel et celles du calcul symbolique. Et avant tout, il faut intro- 
duce une bonne definition de la derivee. Il est assez curieux que 
cette nouvelle definition ait ete peu a peu introduite, tout a fait 
independamment des considerations precedentes, dans la theorie 
des equations aux derivees partielles. On peut ecrire I’expression 
gen6rale d’une solution de liquation aux derivees partielles 
3*U d 2 U 

^2 — 2 — o sous la forme U = /(x -f y) + g(x — y ) l mais une 

■ 1 1 / 


telle fonction U ne peut verifier l’equation aux derivees partielles 
que si / et g sont deux fois derivables. Dans le cas contraire, on 
peut convenir de dire que U est « solution generalisee » de liqua- 
tion. Des definitions generales de ces solutions generalisces ont ete 
donnees par divers auteurs, assez independamment les uns des 
autres (elles coincident avec notrc definition quand la solution 
generalisee est une fonction) : Leray ( 2 ) (dans sa these, sur les 


(*) Cakson [1 3 ; van der Pot cl Niesskn [ l ] 
{*) Leray [1], p. 204-209 
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solutions « turbulentes,* des Equations aux d^rivees partielles), 
Hilbert-Courant <*), Bochner (*) (* solutions faibies *) et moi- 
mfime ( 3 ). Remarquons qu’on d6finit ainsi U comme solution gen^- 


ralis6e de 


Ox 2 T dy 


t 2 — ° sshs donner pour cela un sens precis 


k —-3 et a . Dans le mfime ordre d’id£es, 6galement k propos 

d’equations aux derives partielles, Soboleff, Friedrichs et, recem- 
ment, Kryloff ( 4 ) ont etudte une « deriv6e g^neralisGe * d’une fonc- 
tion (la definition est identique a la ndtre, mais limitee au cas oil 
la derivee generalise de la fonction est elle-m6me une fonction). 
Notre chapitre II definit la derivation des distributions et ses pro- 
prieties. Nous retrouvons par la d’une fa$on naturelle les « parties 
finies » introduites par M. Hadamard ( 6 ) egalement dans la theorie 
des equations aux derives partielles : les parties finies des inte- 
grates divergentes definissent de nouvelles distributions, assez dif- 
ferentes des couches multiples de la theorie du potentiel. 


4 : La theorie de la serie et de I’integrale de Fourier a toujours 
introduit de grandes difficultes et n6cessit6 un appareil mathema- 
tique important pour mettre au point les questions de convergence. 
La serie de Fourier a engendr6 le developpement des precedes de 
sommation, sans que ceux-ci aboutissent k une solution satisfaisant'e 
puisqu’il faut toujours distinguer entre series de Fourier et series 
trigonometriques qui ne sent pas des series de Fourier, Pour l’inte- 
grale de Fourier, l’introduction des distributions est inevitable, sous 
une forme directe ou camouftee. Les methodes de Bochner, de 
Carleman (transformee de Fourier analytique), de Beuriing (trans- 
foimee de Fourier harmonique) (•) sont trds proches des n6tres. 


( 1 ) Hilbert-Courant [1 ], p. 469 tome II 

(*) Bochnf-r [2]; et f 3] p. 158-182. 

(•) Schwartz [5], Cet article est juste ant£rieur aux distributions et est 
1’origine mdme des distributions 

( 4 ) Soboleff [1], [2]; Friedrichs [1]; Kryloff [1]. Certains articles 
signals dans les notes pr£c6dentes sont post6rieurs aux distributions, mais 
les auteurs ignoraient les distributions par suite de la lenteur de 1’impression, 
des communications internationales, ou de ma publication. Voir aussi les fonc- 
tionnelles de Soboleff [4] 

(*) Hadamard [1], p. 184-215 

{•) BocnNER [1], p, 110-144; Carleman [1}, p. 36-52; Beurling [i], 
p. 9-14 



Les « distributions * de Bochner sont, au fond, definies comme 
derives de fonctions continues n’ayant pas n6cessairement de deri- 
ves usuelle ; notre th6or6me XXI du chapitre II I exprime justement 
qu’une distribution est, localement, une d6rivfee d’une fonction 
continue. II nous parait bien preferable d’avoir cette propriete plu- 
tdt comme th£oreme que comme definition (k cause de l’indetermi- 
nation de l’ordre de derivation et de la fonction continue, surtout 
pour plusieurs variables) ( I ). Notre chapitre VII traite de la trans- 
formation de Fourier des distributions : le resultat ne laisse rien 
k desirer au point de vue de la continuite et de la reciprocite des 
operations 5 et 

S>. Enfin il est un domaine tout different oil les distributions 
jouent aussi un rdle. En topologie algebrique, l’homologie d’une 
variete differentiable est donnee soit par les « chaines singulieres *, 
soit par les formes differentielles, avec d’un c6te l’operation « bord », 
de 1’autre 1’ operation « diff6rentielle exterieure i. D’oii l’idee natu- 
relle de faire une synthese entre ces deux categories d’etres. C’est 
M. de Rham (*) qui eut l’idee d’introduire les « courants *, com- 
prenant k la fois comme cas particulars les chaines et les formes, 
et une operation de derivation qui etait (au signe pres eventuelle- 
ment) le bord pour une chaine et la differentielle exterieure pour une 
forme. La th6orie des courants est simplifiee et perfectionnee par 
celle des distributions-formes differentielles sur une variete, qui 
englobe aussi les resultats de P. Gillis (*). Une theorie complete des 
courants (au sens : distributions-formes differentielles) est exposee 
dans un livre recent de de Rham ( 4 ). Nous traitons des courants 
au chapitre IX de cette nouvelle edition. 

6. Notre enumeration des ancfitres ou proches parents des distri- 
butions est certainement incomplete (par exemple les surfaces 
gen6ralisees de L, C, Young (*) utilisees en calcul des variations, 
les fonctionnelles analytiques de Fantappie ( # ), les op6rateurs de 
Mikusinski ( 7 ), precedent d’idees analogues). 

(') Les travaux de H. Konic fl) et S. Silva [1] utilisent k nouveau la defi- 
nition de Bochner pour une introduction purement algebrique des distributions. 

(•) deRHAH [1], f*2]~ 

(*) Gillis [ 1 ) 

(*) de Rham [3]. Voir aussi KoDAiRA-de Rham [1] 

(*) Young [1 ] 

(*) Fantappi£[1J 

( T ) Mikusinski [1], [2], entre autres 
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Nous voudrions avoir montr6 par ces exemples que !a thAorie des 
distributions n’est pas absolument une « nouveaute r^vohition- 
naire ». Beaucoup de lecteurs y retrou veront des id^es qui Jeur etaient 
familiCes. Cette theorie englobe, de fa^on ilafois simple et correct*, 
des precedes tres heterogenes et souvent incorrects utilises dans des 
domaines tres divers; e’est une synthase et une simplification. 
Naturellement cette synthase 6tait enticement a fairc. II fallait 
definir correctement ces etres nouveaux, les distributions, les etu- 
dier assez systematiquement pour pouvoir leur donner droit de cite 
dans 1’usage courant. Iiy a plus. Dans les exemples que nous avons 
donnes, les distributions apparaissent de fapon generalement peu 
visible dans des raffmements destines aux sp6cialistes (et e’est ce 
qui fait que les mdmes distributions, utilises dans des theories 
diffCentes, n’Caient pas reconnues comme identiques parfois par 
le m6me auteur). Nos distributions ont au contraire un caractCe 
tres eiementaire qui leur permet de jouer le rdle de fondement, au 
debut de chaque thfeorie. Nous pensons que, du point devuep^dago- 
gique, les equations aux deriv6es partielles, les potentiels et func- 
tions harmoniques, le produit de convolution, la s6rie et l’integrale 
de Fourier, ont avantage a 6tre etudies par les debutants d’abord 
sous l’angle des distributions. En particulier dans les chapitres ou 
nous traitons de ces questions, bien peu de connaissances prealables 
sont exigees. Nous avons d’ailleurs public un cours de Mcthodcs 
Mathcmatiques de la Physique de Licence (Schwartz [15]), 
contenant un expose eiementaire des distributions et de leurs 
principales proprietes, pour les ingenieurs et physiciens. 

7. Cet ouvrage n’est pas un memoire, e’est un livre, un tra’ite 
des distributions. C’est ce qui explique sa longueur. De ce point de 
vue il n’est mCne pas assez long ; bien des propriety sont enoncees 
sans demonstration. Notamment il arrive souvent que beaucoup 
de th 6or£mes se demontrent par des methodes tr£s analogues, avec 
seulement de petites modifications techniques ; la demonstration ne 
figure alors qu’une fois, mais bien entendu, si nous laissons au 
lecteur le soin de faire les modifications necessaires, nous n’avons 
rien enonce sans l’avoir, pour nous, compldtement demontre. La 
demonstration des theoremes importants est faite dans tous les 
details, celle des theoremes plus fins et plus secondaires est faite 
plus rapidement ; on aboutit parfois ainsi k demontrer en detail ce 
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qui est facile et & esquisser seulement ce qui est difficile, ce qui est 
un peu paradoxal, mais on y gagne une plus grande clarte de i’expose, 
une vue d’ensemble plus ais6e. Nous avons de mSme prefere a 
des 6nonc6s de th^or^me tr£s forts (et par Id incomprehensibles) des 
enonc6s plus simples et moins forts ; les raffinements figurent en 
remarque ou dans le cours de la demonstration. 

II y a lieu de signaler que, dans les exemples, nous n’avons pas 
explicite les calculs. Certains sont faits dans des ouvrages clas- 
siques ( x ), d’autres ne sont faits nulle part. Nous aurions du pour 
les faire allonger beaucoup cet ouvrage, alors que les seules difficul- 
ty sont d’ordre technique. 

Des sommaires au debut de chaque chapitre indiquent les resul- 
tats les plus importants, les autres pouvant etre passes en premiere 
lecture ou n’ayant qu’une valeur de document a consulter au 
moment de s’en servir. 

Les paragraphes et theoremes sont numerates par chapitre. Les 
formules ont une triple numerotation indiquant successivement le 
chapitre, le paragraphe et le numero de la formule. 

8. Toutes les parties d’aspect th6orique de ce livre exigent d’assez 
bonnes connaissances de topologie generate et d’analyse fonction- 
nelle (espaces vectoriels topologiques). Les techniciens pourront 
nfegliger ces questions. II y a de ce cdte une difficult^ s^rieuse ; 
les espaces vectoriels rencontres ici ue sont jamais des espaces 
de Banach, mais des espaces vectoriels complets, localement con - 
vexes, & base denombrable de voisinages (espaces de Frechet) ou 
mSme plus compliques (limites inductives d’cspacesde Fr6chet), et 
les duals de ces espaces. 

Nous avons dd souvent utiliser des theor^mes, classiques dans 
les espaces de Banach, vrais encore dans ces espaces plus g^neraux, 
mais de demonstration non encore publiee lors de la parution de la 
premiere edition de cet ouvrage. Cette lacune est maintenant com- 
biee, et nous donnerons tou jours des references precises. II y a an- 
jourd'hui un grand nombre de livres d’analyse fonctionnelle qui 
traitent de ces espaces. 

9. II y a lieu d ce sujet deprecisericile sens de certaines expres- 
sions. Pour fitre absolument correct, il faudrait utiliser les filtres 


( l ) Par exemple dans Watson [1]. 
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d’H. Cartan (*) dans toutes les questions de convergence. Pour 
ne pas alourdir le texte, nous avons employe le langage « naif 
, Nous dirons : « des distributions T / convergent vers o », comme 
s’il s’agissait d’une suite T/ (dependant du parametre entier / et 
tendant vers o pour / -► oo), mais on devra comprendre quT. s’agit 
d’un filtre convergent quelconque. Au contraire certains th6or^mes 
seront valables exclusivement pour les suites, alors nous dirons :« si 
une suite de distributions T/ converge vers o *. Dans beaucoup de 
questions pratiques, les suites (ou du moins les filtres & base bom6e 
ou denombrable) seront sufTisantes, et les th6or^mes seront plus 
difficiles a demontrer pour les filtres g6neraux que pour les suites; 
alors nous nous bornons parfois & enoncer le theor&me pour des 
filtres quelconques et h n’ecrire la demonstration que pour les suites. 

Nous avons dfi introduce, pour les formes bilin&aires, la notion 
d’hypocontinuite ( 2 ) (chapitre III, theoreme XI); la plupart des 
formes bilineaires rencontrees sont hypocontinues, mais non con- 
tinues. Vraisemblablement l’hypocontinuite suffit dans toutes les 
applications. C’est pourquoi parfois, lorsqu’il y a en outre conti- 
nuity, nous l’avons indique dans l’enonc6, mais nous n’avons 
montre que 1’hypocontinuite, plus simple. D’ailleurs dans un 
article deDieudonne-Schwartz( 3 ) figure le moyen de passer de l’une 
a l’autre ( Toute application bilineaire hypocontinue de ExF dans 
G est continue , si E, F, G, sont tous les 3 des espaces de Frechet ou 
tous les 3 des duals d'espaces de Frechet reflexifs). 

10. Nos publications anterieures sur les distributions sont des 
resumes ( 4 ) contenant, sans aucune demonstration, les principaux 
resultats. On peut y ajouter le livre de Kalperin (*). D ’autre part 
des articles de Konig et e Silva (•) donnent la definition et les 
proprietes des distributions par une voie alg6brique abstraite. 

11 ne nous semble pas utile de donner ici une liste des travaux oil 
sont utilisees les distributions, mais nous indiquerons ceux qui 
etudient les distributions elles-memes. 


{*) Bourbaki [1 ], chapitre I, § 2, 6. 

(*) Nous appelons maintenant hypocontinuity ce que nous appelions conti- 
nuity separee dans la l r * ydition. 

(*) DiEUD0NNi-ScHWART2 [1], p. 96, thyoryme 9. 

(*) Schwarts [1], [2], [3]. 

{•) Halperin [1J. 

(*) Komg [lj, e Silva [1]. 
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1° Les courants, ou distributions-formes differentielles, sur une 
variete indefiniment differentiable, sont traites en detail dans un. 
livre de de Rham (*), ou l’on trouvera en outre une etude desi 
variates differentiables elles-m^mes, et des formes harmoniques sur 
lesespaces de Riemann; ils font, dans cette nouvelle edition, I’objet 
du chapitre IX. 

2° Les distributions sur des groupes localement compacts ont ete 
etudi6es par Riss, puis par Bruhat ( 2 ) 

3° Le changement de variables dans les distributions a ete etudie 
par Cugiani et Albertoni, Scarfiello ( 3 ) et est traits, dans cette nou- 
velle Edition, au § 5 du chapitre IX. 

4° Au sujet de la multiplication des distributions nous signalerons 
une note personnels montrant son impossibilite dans le cas general 
(et mSme dans toute th£orie, eventuellement differente de celle des 
distributions, mais oil existe une derivation tou jours possible et un 
element 8 ( 4 )j,.et un article de Konig ( 5 ), donnant une multipli- 
cation fondee sur des idees toute differentes. II apparait bien 
aujourd’hui que l’impossibilite generate de la multiplication est une 
des principales difficultes mathematiques de la theorie quantique 
des champs. 

5° La transform6e de Laplace des distributions est parue poste- 
rieurement k la premiere edition; elle a ete publiee dans le livre en 
hommage & Marcel Riesz (•). Nous remercions 1’Universite de Lund 
d’avoir bien voulu nous autoriser k reproduire cet article sous forme 
de chapitre vm de cette nouvelle edition: 

6° Les noyaux, ou distributions k deux variables en relation avec 
les op6rateurs, les produits tensoriels topologiques et les espaces 
uucteaires, ont ete etudtes par Grothendieck et nous-meme ( 7 ). 

7° Les « fonctions generalisees » de Gelfand et son ecole sont 
des extensions des distributions, utlis6es notamment dans les equa- 
tions aux derivees partielles. Plusieurs volumes remarquables leurs 
sont consacres et donnent un expose tres riche de leurs proprietes 
en mfime temps que celles des distributions (®). 

P) de Rham [3] 

{*) Riss [1] Bruhat [1]. 

(*) Albertoni-Cugiani fl] Scarfiello [1]. 

{*) Schwartz [6]. 

P) Konig [2]. 

(*) Schwartz [7]. 
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8° Les fonctionnelles analytiques de Martineau, (®) les distri- 
butions genGralisees de Roumieu ( 10 ) et les ultradistributions de 
Sato ( ll ) sont des extensions diverses des distributions on des 
theories parall&les, parues pcsierieurement a la l re Edition, et qui 
completent la liste des developpements anterieurs ou comtemporains, 
donnee aux n° 1,2,3,4,5,6. En outre, de nombreux livres modernes 
exposent les distributions soit pour elles-mehnes, soit en vue de 
certaines applications ( 12 ). 

11. Cette troisteme Edition est identique h la deuxteme, en ce 
qui concerne les chapitres II k VII; les chapitres VIII et IX sont 
nouveaux. 


W Schwartz [7], [9], [ttf]. I'll]; Grothbndikce [13, [2]. 

( 8 ) Gelfand-Shilov-Graev-Vilenkin [1], 

(•) Martineau [1]. 

( 10 ) Roumieu [1]. 

(“) Sato [1]. 

(**) Sans pretendre dtre exhaustifs, indiquons, en plus de tous ceux qui ont6t6 
cites dans cette page et les precedentes : Arsac[1], A. Friedman [1], B. Friedman 
[1], Courant-Hilb<rt[1], Edwards [1}, Erdelyi [1], [2], Garsoux [1], Horman- 
der [3], Liverman fll, Marinescu [1], Treves [1], Yosida [1]. 



CHAPITRE I 


Definition et proprietes generates 
des distributions 


Soscmaire Ce chapitre contient les notations et les definitions essentielles 
k la comprehension de la suite. 

Une fois introduces des notations k 1 variable dans respace k n dimensions, 
le § 1 introduit les mesures. Une mesure p etait autrefois definie comme une 
fonction compietement additive d’ensembles, on la definit aujourd’hui comme 
une fonctionnelle p( 9 ) = j'j ' ... J* 9 dp, sur l’espace {€) des fonptions 9 conti- 
nues nulles en dehors d’ensembles compacts. Cette fonctionnelle doit £tre 
lineaire et continue, en un sens precise p. 16. L’espace des mesures est le 
dual (€ r ) de I’espace (£). On definit le support d’une fonction continue 9 et 
d’une mesure p (p. 17), support qui s’etendra aux distributions et permettra 
des etudes purement locales. J.a notion de mesure est une extension de la 
notion de fonction (p. 17), car on peut biuni voquement associer la fonction 
f{x) locale ment sommable k la mesure p de density /(x), telle que 

f*(<p) ”ff — J f( x ) ?( x ) dx - 

La mesure de Dirac 8 (p. 19), introduiteen mecanique ondulatoire sous le nom 
de fonction de Dirac, n’est pas une fonction. 

Le‘ § 2 definit les distributions. Si l’on veut deftnir le « doublet » (p. 20) 
on est amen 6 a lui associer la fonctionnelle T(<p) = q>'(o), ce qui suppose 9 
derivable. On est ainsi amene k introduce, k la place de (<?), l’espace (S') 
des fonctions 9 indefiniment derivables k support compact, espace dont les 
th 6 or 6 mes 1 et II (p. 22 ) donnent des propri 6 t 6 s qui seront utilis^es cons- 
tamment dans la suite (density de ( 2 >) dans (C) et partition de 1 ’unite) ; une 
distribution T est alors (p. 24) une fonctionnelle lineaire Tfo) definie pour 
96 (‘J') et continue en un sens convenable. L’espace des distributions est le 
dual ( 2 Y) de Une mesure et a fortiori une fonction est une distribution 
particulifere (th 6 or 6 me 111, p. 25). 

Le § 3 etend aux distributions la notion de support (p. 28) et de propriete 
locale. Le principe de « recollement des morceaux » (th 6 or 6 me IV, p. 27) per- 
met le passage du local au global : une distribution connue au voisinage de 
chaque point est connue dans son ensemble. 

Le § 4 etudie les distributions > 0, qui sont n^cessairement des mesures 
(thdordme V, p. 29), d’ou un critere permettant de prouver que certaines dis- 
tributions sont des mesures. 

Le § 5 est un peu k part. II contient des generalisations qui ne sont qu’esquis- 
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s6es et ne seront utilises dans la suite qu’exceptionnellement, sauf toutefois 
le (3°), p. 31, dont il sera parfois fait usage. 


§ 1 Une generalisation de la notion de fonction : 

LA NOTION DE MESURE - 


Notations Nous nous proposons de generalise!* la notion 
fonction complexe /(x lf x v ... x n ) de n variables r6elles x v x v 

Appelons R" 1’espace vectoriel de dimension n dont chaqu-j point 
x est defini par les n coordonnees x lt x v ..., x n . 

Nous ferons une fois pour toutes les conventions suivantes : 

1° x 4- y est le point de coordonnees x t -f y lf x, -f y v ... x n + y n ; 
kx ( k nombre r6el) est le point de coordonnees kx v for* ... kx n . 

2° x> 0 signifiera x x > 0, x t > 0, ... x n > o. 
x>y signifiera x — y ^ 0. 

3° | x | d.esignera la norme euclidienney xj + x\ -f ... + x\; on 
l’appellera aussi r s’il n’y a aucune ambiguite. \ x — y j est la distance 
euclidienne des points x et y. 

Nous d£signerons l’eiement d’hypervolume dx l dx 2 ... dx n par dx. 
Nous aurons 6galement besoin de simplifier la notation des sym- 
boles de derivation partielle des fonctions: p sera un systeme 
d’entiers > 0, J p v p v ... p* j. Nous appellerons P le, phis grand 
des entiers p lf p v ... p n (rang de p), et jp J la somme p t + p t -f ... 

p n (ordre de p) ; Dp sera alors le symbole de derivation partielle 


3P1 + Pi + + P n 

Dp = . 

Dxfiaxf* ... 3xJ* 


Nous poserons 

J J 3" 3» 3"*" 

. ’ ’ ' to _ toj3Xg ..7 to„ * 3r« ~~ 3X?3X?...3X? ‘ 

Bien 6videmment, p -f q est le systeme d’entiers 

Pi *+* 9v Pt + A’l* '**• Pn + i 

p > g signifie p, > q v ... p„ ^ q n . Enfin il y aura lieu d’appeler p ! 


I 1 ) H est d’usage d’utiliser le symbole / pour la fonction, et le symbole 
/(*», ...*„) pour sa valeur.au point (* lf ...* B ). Nous 6crirons cependant parfois, 
lorsqu’aucune confusion ne sera possible : la fonction f{x lt ...x n ), au lieu de 
la fonction j 



DEFINITION ET PROPRIEtEs GEnEraLES DES DISTRIBUTIONS 15 


le nombre p x ! p % ! . . . p n ! et x p le nombre afop ... xf n n . Le dEveloope- 
ment de Maclaurin de /(ij, x* ... x n ) prend alors la forme simpli- 

"* (I, 1 ; 2) m = 2 D-/(0) ~ ■ 

p * * | 

Nous poserons aussi CJ = C£C* . . . CJ; avec CJj = g . | fo — q.) ! • 

Ces notations ne sont pas trEs cohErentes, mais elles simplifieront 
notablement les Ecritures dans la suite. 

Mesures XJne mesure n dEfinie dans R n , & valeurs comp!exes t 
est une « fonction complEtement additive d’ensembles » ; k tout 
ensemble borElien (*) bornE A de R” (en particulier k tout ensemble 
ouvert ou fermE bornE) elle fait correspondre un nombre complexe 
fi(A), dit mesure de cet ensemble, et possEdant la propriEtE sui- 
vante : 

Si A est un ensemble borElien bornE, rEunion d’une infinite 
dEnombrable d’ensembles borEliens A-, deux k deux sans point 


commun, on a n(A) = 2 la somme du deuxiEme membre 

i 

etant absolument convergente. Si alors 9 est une fonction conti- 
nue complexe sur R", nulle en dehors d’un ensemble compact, la 
mesure ^ lui fait correspondre un nombre complexe, qui est 1 ’intE- 
grale : 


( 1.1 ;3) 




NOus dESignerons par (£) (*) r ensemble de toutesces fonctions 9. On 
peut naturellement dEfinir *1(9) pour d’autres fonctions 9 disconti- 
nues et pOuvant Etre ^ 0 dans tout 1 ’espace ; les fonctions 9 pour 
lesquelles on peut dEfinir {1(9) par les mEthodes de prolongement 
classiques sont dites sommables pour la. mesure n. 

La famille des fonctions sommables pour la mesure p dEpend 
naturellement de p ; mais on est sfir que si 9 est continue (ou mEme 
borElienne) et nulle en dehors d’un ensemble compact, elle est som- 
mable pour toute mesure p. 


I 1 ) On appelle tribu borElienne le plus petit ensemble de fonctions qui d’une 
part contienne toutes les fonctions continues, qui, d’autre part, ne puisse 
contenir une suite convergente de fonctions sans contenir leur limits. Une 
fonction est borElienne si elle appartient 4 la tribu borElienne. Un ensemble est 
borElien si sa fonction caractEristique est borEliem.* 

{*) Les espaces designEs dans les premiEres Editions de ce livre par (e), (ID), 
(€f, (6?), etc., ont perdu leurs parentheses dans l’usage courant et sont de ce fait, 
4 partir des nouveaux chapitres vm et ix dEsignEs par C, 2>, 6, etc. 
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Une mesure {* est dite reelle si la mesure de tout ensemble est 
rSelle, ou, ce qui revient au m6me, si n(< p) est reel pour 9 reelle e ((?). 

Si (i est une mesure complexe quelconque, elle est decomposable 
en parties reelle et imaginaire, i* = ^ -f i|z 2 , et n 2 etant des 
mesures reelles definies pour 9 reelle par 

(I, 1 ; 4 ) f*(?) = 1*1(9) 4 - 1*2(9)* 

Une mesure i* est dite > 0 si la mesure de tout ensemble est 
reelle > 0, ou, ce qui revient au m6me, si (*(9) ^ 0 pour 9 reelle 
^ 0 et e (O'). Toute mesure rdelle est difference de deux mesures o. 

La fonctionnelle t*( 9) definie lorsque 9 appartient a (o') possede 
les propriety suivantes : 

1 ° Elle est lin£aire : 

I . kv V !»( 9 i + «Pa) = Kft) + K 92 ) 

v 1 ’ I (*(/c 9) = /f{*( 9), k nombre complexe. 

2 ° Elle est « continue » au sens suivant : 

Si des fonctions continues 9/ sont nulles en dehors d'un ensemble 
compact fixe K de R" et convergent uniform^ment vers 96 (c'), les 
(*(9/) convergent vers (*(9). 

Nous introduirons au chapitre III une topologie sur (O'), telle 
que les mesures soient les formes lin 6 aires continues sur l’espace 
topologique (( 5 ). Comme cette topologie offre certaines complica- 
tions, nous nous bornerons ici aux considerations suivaptes. Soit 
(e K ) l’espace vectoriel des fonctions 9 continues sur R n , nulles en 
dehors de l’ensemble compact K de R". ((?) est la reunion des (O’ K ) 
lorsque K varie. Nous munirons ((° K ) de la topologie de la conver- 
gence uniforme : des 9/ €((.%) convergent vers 0 dans (£ K ) si elles 
convergent vers 0 uniform^ment sur R". (CJ est un espace de 
Banach, pour la norme||9|| = Max |9(ar)(. Alors la « continuity » 

xe R n 

donn6e plus haut revient exactement k dire que la restriction de f* k 
chaque (C K ) est continue. Nous garderons, lorsqu’aucune confusion 
ne sera k craindre, la formulation abreg^e : 1* est continue sur (O'). 

Ryciproquement, d’aprys un cyiybre thyoryme de F. Riesz( x ), k 
toute forme linyaire continue L(9) sur (C), on peut attacher une 
mesure 1*, bien dyterminye et unique, telle que L(9) = {*(?)• 

Le thyoryme de Riesz a pris une importance de plus en plus 
grande. Aujourd’hui, il est devenu indispensable de difinir une 

( l ) Voir F. Rtesz [1], ot Banach ft], page GO 
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mesure y comme forme lineaire continue sur (£) ; c’est b partir de 
la fonctionnelle ^(9) qu’on retrouvera, quand ce sera necessaire, la 
fonction compl6tement additive d’ensembles n(A), b l’inverse des 
anciennes methodes ; mais le plus souvent ce sera m^me inutile 
et les propriety de y sont plus faciles & voir sur p(9), 96 ((?), que 
sur ix(A) ( l ). 

Les mesures y forment un espace vectoriel (on peut ajouter deux 
mesures et multiplier une mesure par un nombre complexe) ; nous 
le noterons (£'). 

Supports On appelle support d’une fonction continue / sur 
R" un ensemble ferme F de R" qui est l’adherence de l’ensemble 
des points xe R n tels que f(x) ^ 0. Un point de F est un point de R n 
tel que, dans aucUn voisinage de ce point, / ne soit = 0 ; et r6ci- 
proquement. 

Le complementaire de F est le plus grand des ensembles ouverts 
de R" (la reunion des ensembles ouverts de R") dans lesquels / est- 
nulle. 

Une fonction 96 ((?) n’est autre chose qu’une, fonction continue 
& support compact. 

Si maintenant y est une mesure sur R”, on dit que n est nulle 
dans un ouvert Q de R” si [*(9) = 0 toutes les fois que 9 a son 
support dans Q. On demontre qu’une mesure nulle dans une famille 
d’ouverts est nulle dans leur reunion. ..... 

On appelle support d’une mesure n sur R n un ensemble ferme F 
de R" (on dira aussi que la mesure y est supports ou portee par F) 
deflni comme suit : un point de F est un point de R n tel que dans 
aucun voisinage oudert de ce point y ne soit nulle, et reciproque- 
ment. 

Le complementaire de F est le plus grand des ensembles ouverts (la 
reunion des ensembles ouverts) dans lesquels y est nulle. 

On voit que ^(9) =* 0 toutes les fois que le support de et le 
support de 9 sont sans point commun ; il en est m£me encore 
ainsi toutes les fois que 9 s’annule sur le support de n. 

Functions et mesures En quoi la notion de mesure generalise- 
t-elle la notion de fonction ? Faisons jouer, dans R n , un rdle special 

(*) C’est cette methode qui est employee dans Bourbaki [ 1 ] 
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k une mesure particuMre, la mesure de Lebesgue ; nous designe- 
rons l’616ment d’hypervolume par dx ou dx l dx 2 ... dx n . 

Soit i* une mesure « absolument continue *. Elle a une « densite * 
f(x) = J(x j, x 2 , ..., xj, fonction sommable pour la mesure de 
Lebesgue sur tout ensemble compact ; pour tout ensemble bor61ien 
born6 A on a alors 


(l 1 ; 6) ix(A) i(x)dx = 

=// —f A K x i> •••> xJdx^Xt ... dx n 

etpour<p€(C) 

(U;7) 


[ K<P) =fj •" f R n f(x)9(x)dX = 

I /(*i» ^ 2 . ^M^i. * 2 , .... * n ) dXidXjj ... dx n . 


La fonction / n’est pas definie partout, mais seulement presque 
partout (sauf sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle). 

Inversement k toute fonction /, sommable sur tout compact de 
R", on peut sans ambiguity faire correspondre une mesure n abso- 
lument continue de density / ; cette mesure est definie par 


(I, 1 ; 8) :.f R nf(xMx)dx t 9 e(C). 


Nous avons ainsi 6tabli une correspondance biunivoque entre le 
sous-espace vectoriel de (£') forme des mesures absolument conti- 
nues et l’espace vectoriel des « classes » de fonctions sommables sur 
tout compact (une classe 6tant l’ensemble de toutes les fonctions 
presque partout 6gales k une mfime fonction). 

Nous pro fiterons de cette correspondance pour faire une identifi- 
cation complete. Nous identifierons , dans la suite , une mesure \i abso- 
lument continue a sa densite /. Nous 6crirons toujours n = /, et 
indifferemment tx(<p) ou /(<*>). Cela signifiera que l’on a (I, 1 ; 8). 
Une fonction, sommable sur tout compact, et definie k un ensemble 
de mesure nulle pr£s, est bien alors un cas particulier d’une mesure. 

Remarquons qu’une fonction continue / peut fitre 6tudiee de deux 
points de vue absolument distincts et qu’il ne faut pas confondre : 

d’une part, c’est une fonction au sens usuel du mot, prenant 
une valeur definie / (x) en chaque point x ; elle est ainsi identifide k 
un element <p de ( 6 ), si son support est compact ; 

d’autre part c’est la densite d’une mesure absolument continue n ; 
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elle est alors dEftnie comme une fonctionnelle 1/(9) = /(<p) (for- 
mule (I, 1 ; 8 )) ; elle est ainsi identifiEe k un Element 1 1 de (C'). 

Avec l’une ou Tautre conception, !e support de / dans R" est le 
mEme. 

Nous conviendrons d’appeler 8, mesure de Dirac ( 1 ), la mesure 
formEe d’une masse -f- 1 & l’origine x = 0 de R". Pour 9 € (C), 

(l 1 ; 9 ) 8(9) - 9<0). 

Nous dEsignerons de mEme par 8( Xy ) la mesure formEe d’une 
masse + 1 au point Xv de R". 

Pour 9 e(( 5 ), 

.a 1 ; 10) Mf) = fa). 

II rEsulte de ce qui prEcEde que 8 est l’exemple le plus simple 
d’une mesure qui ne soit pas une fonction. Si les physiciens 
tiennent k l’appeler fonction de Dirac c’est pour pouvoir faire sur 
elles certaines opErations qui ne sont dEfinies que sur des fonctions 
et non sur des mesures (la dErivation par exemple) ; mais justement 
nous rendrons toutes ces opErations possibles sur des mesures, et 
nous conserverons soigneusement la distinction entre les mesures 
qui sont ou ne sont pas des fonctions. Une mesure « singuliEre » 
portEe par une courbe ou une surface, avec une densitE linEaire ou 
super ficielle, n’est pas une fonction. 

Remarquons bien aussi que la notion de mesure n’est pas k pro- 
prement parler une gEnEralisation de la notion de fonction, mais 
seulement une gEnEralisation de la notion de classe de fonctions 
sommables sur tout compact. A une fonction d’une variable (n — 1 ) 
telle que 1/x ne correspond aucune mesure, car 1/x n’est pas som- 
mable au voisinage de I’origine x =. 0 . D’autre part, rappelons que, 
considErEes comme mesures, 2 fonctions presque partout Egales ne 
devront jamais Etre distinguEes. Si / et g sont presque partout 
Egales, nous Ecrirons f — g. Si, aprEs modification sur un ensemble 
de mesure nulle, / devient une fonction continue, ou convexe, ou 
harmonique, nous dirons que / est continue, ou convexe, ou har- 
monique. 

Restriction a un ouvert Tout ce que nous venons de dire 
s’Etend aux mesures dEfinies sur un ouvert Q 0 de R rt . 

( l ) Cette mesure, appel6e usuellement fonction de, Dirac, a 6t6 introduite 
pour les besoins de la M6canique Ondulatoire. Voir Dirac [ 1 J 
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Appelons {CqJ le sous-espace de (£) form6 des fonctions <p k sup- 
port contenu dans I’ouvert Q 0 . Une mesure sur Qq est alors une 
forme lin6aire sur (C^) dont la restriction k chaque (C K ), K com- 
pact contenu dans Q 0 , est continue. L’espace de ces mesures sera 
note Les mesures sur O 0 poss^dent des propri£tes ana- 

logues aux mesures sur R n ; aussi prendrons-nous 0 0 = R n , sans 
apporter par Ik aucune restriction teelle k la gen£ralite de notre 
etude. Naturellement une mesure sur Q 0 n’est pas, en g£n6ral, 
prolongeable en une mesure sur R n . Ainsi la fonction 1/x (1 va- 
riable, n = 1) d£finit une mesure sur 1’ouvert Q 0 compI6mentaire 
de I’origine dans R 1 ; elle n’est pas prolongeable en une mesure sur 
R 1 , puisque non sommable au voisinage de 1’origine. Pour qu’une 
mesure sur % soit prolongeable en une mesure sur R n , il faut et 
il suifit que, quel que soit le compact K de R", ff--- J KnQ i d\t \ soit 
fmi. 

§ 2 Generalisation de la notion de mesure. les distri- 
butions 

Il y a longtemps que, dans la th^orie du potentiel, les physiciens 
emploient des notions plus compliqu6es que celle de masse : les 
« couches multiples » (multip6les, feuillets). Leur consideration ne 
prend un sens net que si I’on abandonne d6finitivement la definition 
d’une mesure comme fonction d’ensembles pour adopter sa defini- 
tion comme fonctionnelle. 

Le doublet Qu’est-ce qu’un « doublet », de « moment » 
(moment electrioue ou magnetique) - 1 - 1, place k I’origine 0, sur 
la droite reelle (n ~ 1) ? 

C’est la « Iimite (*) * d’un systeme de deux masses, - 1 - 1/e au point 
d’abscisse e, et — 1/e A I’origine, lorsque « > 0 tend vers 0, C’est 
done une « Iimite de mesures », mais ce n’est pas une mesure. Si 
on voulait defmir un doublet comme mesure-fonction additive 
d’ensembles, il y aurait d’insurmontables difficultes : la mesure de 
tout intervalle serait nulle, sauf s’il a une exttemite k I’origine, 
auquel cas elle serait ind6terminee. 

Utilisons la definition fonctionnelle de la mesure. Le §ysteme 
T c des 2 masses est d£fmi par 


(*) Il s’agira d’une vraie Iimite quand nous aurons 6tabli (chapitre m) une 
topologie dans i’espace des distributions 
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( 1 , 2 ; 1 ) 



?(«) — *'( 0 ) 

_ $ 


<r€(e). : 


On voit alors que, si 9 est derivable, le doublet devra dtre ddfini 
par un passage h *a limite, e 0, comme la fonctionne.lle 

(I, 2; 2) T(«p) = 9'«». 

Ainsila forme ’.indaire T(<p) associde au doublet n’est ddfinie que 
sur un sous-espace vectoriel dense dans (C), formd des fonctions 9 
ddrivables k 1’origine; deplusc’est une forme lindaire « discontinue*, 
car, si des <p ; (x) convergent uniformement vers 0, leurs derivees ,«p'(0) 
ne convergent pas ndcessairement vers 0. Nous sommes done ame- 
nds k considerer des sous-espaces vectoriels de (6). Pour pouvoir 
considdrer des « couches-multiples » d’ordre quelconque, nous 
serons amends k ne considerer que des fonctions 9 indefiniment 
derivables. 


L'espace (U)) Nous appellerons (a)) l’espace vectoriel des fonc- 
tions complexes 9 de n variables rdelles, inddfmiment derivables et 
k support compact. Si (3) m ) est l’espace vectoriel des fonctions 
ayant des ddrivees continues jusqu’a l’ordre m inclusivement, et 
de support compact, (£0) est 1’ intersection de tous les (2) w ). 

Remarquons qu’il est classique, mais non absolument Evident, 
qu’il existe des fonctions 96 ($) en dehors de la fonction 0. Les fonc- 
tions 9 =£ 0, qui ont cependant toutes leurs ddrivdes successives 
nulles a la frontiere de leur support, n’ont rien d’eldmentaire 1 
Donnons sur ces fonctions quelques propridtds. 

Lemme Quel que soit « > 0, on peut trouver une fonction 
> 0 p e (. x)e (13)), dont le support est la boule B e : r < c, qui est > 0 
pour r < c, el verifie 

(I, 2; 3) ff... fe t (x)dx = + 1. 

II suffit en effet de prendre la fonction 


/ 0 pour r > e 

(I, 2 ; 4) p c (x) = | -A ex p p 0ur 

la constante k dtant choisie de fa?on que 


r < t 


rr r 


l -1 \ 
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Theoreme I Si K est un compact de R", H un voisinage com- 
pact de K dans R n , alors tout element de (CJ est, dans ((° H ), limite 
i fune suite <T elements de (a)). 

On peut dire, par abus de langage, que (2)) est dense dans (C). 

Si en effet 9 € (( 3 ), sa « r 6 guiaris 6 e » (*) 

(I, 2; 6) 

\ = fj — f 9 ^ p c( x ~ 

\ = jf •••/«* 1> - *n) P 6 (^l — - X » — - d *n 

est & support compact contenu dans le voisinage d’ordre e du 
support K de 9 , et indefiniment derivable (derivation immediate 
sous le signe d’ integration), done dans (S'). De plus, compte tenu 
de (I, 2; 3): 

(I, 2; 7) =ff-f WO - ?(*)! P e (x- Qdi. 

Comme p e (x — £) n’est 0 que pour | x — 5 | < *, et qu’il 
existe un noinbre 7 j e > 0 , tendant vers 0 avec « (oscillation de 9 ), tel 
que*' l x — 5 1 ^ « entraine 1 9 ( 5) — 9 (x) | ^ >j e , on voit que le 2 e membre 
de (I, 2 ; 7) est majore par r\ t . Ainsi 96 (<3 K ) est bien limite dans ((3„) 
de 9 *p e € (S') lorsque « -► 0. ; 

Partition de Vunite (^ Theoreme II Quel que soit le recou - 
vrement { fl, | cCun ouvert n de R" par des ouverts ft,-, i parcourant 
un ensemble fini ou infini d’indices I, on peut trouver des fondions 
definies et indefiniment derivables sur Cl, dipendant du mime en- 
semble cf indices et virifiant les proprietis suivantes : 

(a) oti^O; le support de an (dans O) est dans Of ; 

\ b ) sur tout compact de O, un nombre fini seulement 

(I, 2 ; 8 ) \ des a,- ne sont pas identiquement nulles, et 

I 2 j a *( x ) — * dans 

V 

Les constituent une partition de Vunite , un partage de la fonc- 
tion 1 en somme de fonctions 0 indefiniment derivables de sup- 
ports tr 6 s petits. Cette partition est dite subordonnee au recouvre- 


P) La r^gularisation est une application courante du produit de convolution 
qui sera 6tudi6e en detail au chapitre vr pour les distributions. Voir A. Weil [1 ], 
chapitre m 

(*) Pour tous les probleines de recouvreraent, th6or6me d’Urysohn, partition 
de l’unil6 voir Dieudonn£ [2], et Bourbaki [2], § 4 
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ment f ft; J, iel. Supposons d’abord le recouvrement j ft; ] locale- 
men t fini (*) et tous les ft* relativement compacts dans ft. On sait 
qu’ alors on peut trouver un nouveau recouvrement localement fini 
ft' !, dependant du m£me ensemble d’indices, et subordonn6 au 
premier, c’est-&-dire tel que ftl cQ.. Nous consid6rerons encore un 
recouvrement j Q- | subordonnE au recouvrement j ft- j. Soit alors 
p,- une fonction continue sur R” (dEftnie par la mEthode de pro- 
Iongement d’Urysohn) comprise entre 0 et 1, egale k 1 sur U', k 0 
sur le complement de Q-. Qj 6tant compact, pour ti assez petit, le 
voisinage ferme d’ordre e* de ft,- est contenu dans ft,, de sorte que, 
si nous utilisons la fonction p e . definie au lemme ci-dessus, la r6gu- 
lariseee (1?) 

(I, 2 ; 9) Yi = 

est certainement > 0 dans Qj et son support dans R* est contenu 
dans £)i. La somme V Yy (x) est definie en tout point x de Q et 

V 

m£me un nombre fini seulement des termes de cette somme sont ^ 
0 sur un voisinage compact de x dans Q ; elle est indefiniment deri- 
vable et partout > 0 dans Q puisque les Q- forment un recouvre- 
ment de Cl. Alors 
(I, 2; 10) «,(*) = r 

satisfait k toutes les propri6t6s voulues. 

Supposons maintenant le recouvrement j Q, j arbitraire. Comme ft 
est paracompact, on peut trouver un recouvrement plus fin (Q/)» 
localement fini, dependant d’un autre ensemble d’indices J, et unc 
application / i (j) de J dans I, tels que tout ft/ soit relativement com- 
pact dans Q et que, pour tout / 6 J, £3/ c £}»•(/). D’apres ce que nous 
venons devoir, il existeune partition de l’unit6 (<*/) correspondant au 
recouvrement (Q .). Posons alors, pour tout i e I,a. = ^ «j. Tout 

«!/) = i 

x de Q a un voisinage sur Iequel un nombre fini seulement des a, 
sont =£ 0, done a { . est encore indefiniment derivable dans £), et son 
support (dans £) est exactement la reunion des supports des «/, 
pour lesquels i (j) = i, done dans Cli. Alors les «,■ ont toutes les 
propriety voulues. 

( l ) Un recouvrement par des ensembles ouverts est dit localement fini si 
tout compact est rencontre par un nombre fini seulement de ces ouverts 
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Les espaces topologiques ( 3 > K ) Nous appellerons ( 1 D K ) le sous- 
espace de ( 3 )) forme des fonctions 9 ayant leur support dans le com- 
pact K de R n . Nous allons mettre sur (li) K ) une topologie plus fine 
que la topologie induite par (< 5 K ). On dira que des fonctions <p ; e 
convergent vers 0 dans ( 3 ) k ), si les fonctions <?. convergent vers 0 
uniform6ment sur R”, ainsi que chacune de leurs derivees. Autre- 
ment dit, pour chaque systeme fixe d’entiers p x ^ 0, p 2 5> 0, ... 

+ Pi + — Pn 

p n 0, les derivees 9 (x 1 , x 2 , ... x n ) convergent 

(DX l ) Pl (?X 2 ) P *...(dX n ) Pn 

vers 0 uniform^ment par rapport k x lt x 2 , ... x n (mais aucune uni- 
formity n’est exig^e pour l’ensemble des derivees de tous les ordres). 
Cette topologie est definie par la famille des semi-normes N p : 

N p (?) = Sup l D p 9 (x) «, oft p = (pj, p 2 , ... p n ). 
xe R n 

On peut de mfeme introduire le sous-espace ( 2 )”) de (: 3 )' n ) et le munir 
d’une topologie analogue, ne faisantintervenir que les derivees d’ordre 
< m. Si Ton reprend la demonstration du theoreme I, on voit, par 
derivation sous le signe f, que, si D p est une derivation partielle 
d’ordre I p | < m, et si 9 est dans (ID™), on aD p (?* p e ) = D p 9 * p e ; 
de sorte que la demonstration du theoreme, appliquee k D p 9, mon- 
tre que, lorsque e tend vers 0, les derivees d’ordre < m de 9 * p 
convergent uniformement vers les derivees correspondantes de ? ; 
autrement dit, ( r S>) est « dense dans ( 2 > m )» comme iietait deja dense 
dans ( < i'°) — (C). 

Les distributions . Une distribution T est alors une forme lineaire 
sur ( 2 >), dont la restriction a chaque ($ K ), K compact de R n , est con- 
tinue. Nous dirons encore, par abreviation, que c’est une forme li- 
neaire continue sur ( 3 )). 

En langage ordinaire, une distribution T sera done une fonction- 
nelle 9 -+■ T (9) ou T . 9 oil < T, 9 > (nombre complexe attache a 
chaque fonction 9), definie pour toutes les fonctions 96 (3>) (fonc- 
tions indefiniment derivables k support compact), et possedant les 
proprietes suivantes : 

a) T est lineaire : 

(12-11) f = 

* * I T(k<f>) = AT(q>), k nombre complexe ; 
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b) T est « continue * : 

si des <py€ (2)) ont leurs supports contenas dans un compact fixe 
de R", et si elles convergent uniformement vers 0 dans R n ainsi que 
chacune de leurs d6rivees, alors les nombres complexes T(q> ; ) 
convergent vers 0. 

Les distributions T torment elles-m$mes un espace vectoriel 
(on peut additionner deux distributions et multiplier une distribu- 
tion par un nombre complexe) qu’on designera par (2)'). 

Une mesure n sur R n d6finit bien une distribution particuli&re, 
car pour 9 e (!$), ^(9) est lin^aire, et ft(?) est continue non seulement 
sur (2\), muni de la topologie definie ci-dessus, mais m£me sur 
(:i\) muni de la topologie induite par (c’ K ), qui est moins fine. Au- 
trement dit, si des 9 y € (T), k supports contenus dans un compact 
fixe de R”, convergent uniformement vers 0 dans R n , sans qu’on 
sache rien sur leurs derrvees, les fa f ) convergent vers 0. La r£ci- 
proque est vraie : , , 

Distributions et mesures Theoreme III Pour qu'une dis- 
tribution T puisse etre definie par une mesure 1 1 , il faut et il suffit 
qu’etle soil continue sur chaque (^ K ) muni de la topologie induite par 
(e K ). Dans ce cas, 11 esi bien determinee ct unique. 

La condition est, comme il est dit plus haut, nGcessaire. Elle est 
aussi suffisante. Soit en efTet H un compact de R". Si T est continue 
sur (;P H ) muni de la topologie induite par (<? H ), elle se prolonge, et 
d’une maniere unique, en une forme lin6aire T H sur l’adh6rence (:P H ) 
de (2> n ) dans (C H ), continue pour la topologie induite par (£„). Si 
Hi => H 2 , (Ls> H i ) d (U) Hj ), et"T Hi prolonge T H# . Alors les divers pro- 
longernents T~ g d6finissent un prolongementT de T k la reunion des 
(:P H ) ; cette reunion n’est autre que (6) d’apres le theoreme I, et T 
est une forme Iineaire sur (C) dont la restriction a chaque (C K ) est 
continue (puisque (n'J contient (t° K ) si H est un voisinage de K) 
e’est-a-dire une mesure ix, et T est bien la distribution definie a 
partir de cette mesure ; de plus, une telle mesure est unique. 

Nous montrons ainsi l’existence d’une correspondance biuni- 
voque entre l’espace ((5') des mesures et un sous-espace de I’espace 
('S' 1 ) des distributions. Comme au § 1, nous ferons une identification 
complete entre une distribution definie par une mesure et cette 
mesure. Une mesure est une distribution particuliere ; une foaefion 
j sommable sur tout compact (definie k un ensemble de mesure 



nulle pr£s) est une mesure particuliere, done a fortiori une distri- 
bution particuliere, d6fmie par 

(I, 2; 12) /( 9 ) = ff-f /(*) f(x) dx, 9 e ($). 

Le doublet, formule (I, 2 ; 2), est l’exemple le plus simple d’une 
distribution qui ne soit pas une mesure, car e’est une forme lineaire 
discontinue sur (3) k ) muni de la topologie induite par (C K ), si l’ori- 
gine est interieure k K. On voit de m&me que l’espace (3) m ) des 
formes lineaires sur (3> m ), dont les restrictions aux sont conti- 
nues, peut &tre identify k un sous-espace de (3)'). Le doublet 
appartient k (3)' 1 ). Une distribution appartenant k (3) m ) sera dite 
d’ordre < m. 

§ 3 Principe de localisation. Support d’une distribution 

Distribution nulle dans un ouvert On dit qu’une distribution T 
est nulle dans un ensemble ouvert Q de R" si T(<p) = 0 toutes les 
f«is que <p€ (^) a son support contenu dans Q. Deux distributions 
T lf T 2 , sont dites 6gales dans Q si T t — T 2 est nulle dans Q. Cette 
definition permet de considerer les distributions, comme les mesures 
ou les fonctions, d'un point de vue local ; on pourra 6crire des 6galit6s 
entre distributions pour un ouvert Q de R", sans pr£juger en rien 
de ce qui se passe dans l’espace R” entier. 

Comme pour les mesures, on pourra etudier les distributions sur 
un ouvert Q 0 de R". On appellera (3> flo ) le sous-espace de (3)) forme 
des fonctions <p dont le support est contenu dans Q 0 . Une distribu- 
tion sur Q 0 est une forme lineaire sur (3)^), dont la restriction k 
chaque (3> K ), K compact contenu dans Q„, est continue. L’espace 
de ces distributions sera note (£Dy. 

Naturellement une distribution T sur £) 0 ne peut pas n6cessaire- 
ment se prolonger en une distribution T sur R". Ainsi on peut mon- 

trer qu’une fonction telle que exp ( — 1 , definie pour x > 0, n’est pas 

\ x l 

prolongeable en une distribution sur la droite reelle R 1 . 

Une distribution est nulle au voisinage d'un point si elle est nulle 
dans un ouvert contenant ce point. 

11 ne suffit pas de pouvoir considerer une distribution dans un 
ouvert, il faut encore pouvoir, de la connaissance locale d’une dis- 
tribution, en deduire une connaissance globale par « recollement des 
morceaux ». 
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Principe du « recollement des morceaux » ThEoreme TV 
Soil } j une famille finie ou infinie d’ouuerts , de reunion Q ; soil 
d' autre pari \ T 4 j une famille de distributions dependant du mime 
ensemble d'indices I. La distribution Ti est definie dans VouvertQi ; 
on suppose de plus que, si Q, et Q / ont une intersection non vide , Ti el 
T / coincident dans cette intersection . Alors it existe une distribution et 
une seule, T, definie dans Q, qui coincide auec T» dans chaque 
ouvert Qf. ■ 

Appliquons le thEoreme II (partition de 1’unitE) ; oh peut trouver 
des fonctions « 4 e satisfaisant aux conditions (1, 2 ; 8) dans Q. 
Soit le support de Soit maintenant 9 e (<3) a ). On pent Ecrire 

(1.3; 1) 

i 

dans R". 

La somme du 2 e membre n’a qu’un nombre fini de termes ^ 0, 
car un nombre fini seulement des sont ^ 0 sur le support com- 
pact de 9- Alors, si T existe, elle est enticement connue, car 
elle vErifie 

(I, 3 ; 2) T(9) - 2 T(« 4 .9) = 2 T 4 («,-9). 

i i 

REciproquement cette formule dEfinit T(?) comme une forme 
linEaire sur (3> 0 ). La restriction de cette forme linEaire k (2) K ), K 
compact c Q, est continue ; car si 9 converge vers 0 dans (3)*), 
chacun des ^9 converge vers 0 dans (3> KnKi )» done T^a^) con- 
verge vers 0 ; 9 gardant son support dans K compact, un 
nombre fini seulement de valeurs fixes de i intervient dans la 
formule (I, 3 ; 2), de sorte que T(9) tend vers 0 ; T est done une 
distribution dans Q. Montrons que, dans Oi, T = Ti. Soit en efTet 9 
une fonction e (2> Q ) ayant son support dans Q,- ; a, 9 a son support 
dans l’intersection Q»nO/, et comme dans cette intersection T/ et 
T,- coincident, on a Ti (a/9) = T/(a/9), et par suite on a bien 

(I, 3 ; 3) Ti( 9 ) = 2 T.(*/9) = 2 T ;(“/^) = T (»>- 

i i 

La distribution T a done toutes les propriEtEs demandEes. 

Dans le cas particulier oil toutes les Ti sont nulles, T = 0 est la 
seule distribution rEpondant k la question ; autrement dit, une 
distribution nulle dans une famille d'ouverts est nulle dans leur 
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reunion. Ou encore : une distribution nulle au uoisinage de chaque 
point d’un ouvert Q est nulle dans Q. 

Remarque Le theor^me demontr6 pour ('J)') est aussi vrai 
pour (2) / '"). Si une distribution T e (3 V ) est d'ordre < m dans une 
famille d'ouverts Q;, elle est d'ordre < m dans leur reunion 12. 

Support d'une distribution Le theoreme IV permet de d6finir 
le support d’une distribution T. La reunion des ouverts ou T est 
nulle est en effet un ouvert oil T est nulle, et c’est le plus grand ; 
son complementaire est le support de T, qui est ainsi le plus petit 
ensemble ferm6 en dehors duquel T soit nulle. On peut encore dire, 
comme nous l’avons dit pour les mesures : un point x de R rt appar- 
tient au support F de T si T n’est nulle dans aucun voisinage ouvert 
de x, et reciproquement. 

Le support d’une distribution est un ensemble ferine quelconque 
de R n . Si le support de T et le support de 9 sont sans point commun, 
T(<p) = 0. Nous montrerons m6me plus loin que si 9 est nulle ainsi 
que toutes ses deriv6es sur le support de T, T(<p) = 0 (th6o- 
r£me XXXIII du chapitre III). Si T est une mesure 1 z, le support de 
T est le support de cette mesure, d6j& defini. En effet : si Oj et 0 2 
sont les ouverts complementaires des supports de y, consid6r6e 
respectivement comme mesure et comme distribution, on a 

a) y(9> = 0 si 9 e (i*q ), done a fortiori si 9 e (3)^ ), ce qui prouve 
que Q a Q,. 

b) y(<p) = 0 si 96 ; mais, si 96 ((5^), et si H est un voisi- 

nage compact dans Q, du support K de 9, il resulte du theoreme I 
que 9 est, dans (C h ), adh6rente k (2> a ), et comme y est nulle sur 
(iP.), y(?) est nulle. Done Qj r> Qa- 

Pour tous les probISmes ayant une definition locale, les distribu- 
tions sur O 0 ont les mdmes propri6t6s que les distributions sur R n . 
Nous prendrons tou jours — R", sans apporter par la aucun e 
restriction r6elle k la g6neralit6 de notre 6tude. 

§ 4 Distributions positives 

Nous dirons qu’une distribution T est reelle si T( ? ) est reel pour 
9 reelle e (!$). Toute distribution T est, comme toute mesure, de- 
composable en parties reelle et imaginaire, T = Tt + iT 2 , Ti et T 2 
6tant des distributions r6elles definies pour 9 reelle par 
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: ' T( 9 ) = Tj(9> + CT&). 

Nous diroas que la distribution T est > 0 (positive) si T(?) ^ 0 
Iorsque 9 e (CD) est > 0. Nous dirons qu’une distribution T x est supe- 
rieure 4 une distribution T 2 , T! ^ T*,. si T* — T 2 0, c’est-i-dire si 
Ti(') ^ T 2 (<p) Iorsque 9 est ^-0. 

Theoreme V Une distribution > 0 est une mesure ^ 0. 

Soit en efTet T une distribution ^-0. Montrons qiTette est one 
forme lineaire continue sur (CD k ), muni de la topologie induite par 
(c'J. Supposons que des e (lt\) convergent vers 0 dans (d K ) : 
elles ont leurs supports contenus dans le compact fixe K de R", et 
convergent uniformement vers 0. Soit «J> e (CD) une fonction fixe 

0 sur R" et > 1 sur K. On a alors : 

(I. 4 ; .1) | 9/(t) I < c/'Kx), 

les c / convergeant vers 0. 

Posons 9/ — Uj(x) -f ivj (x), Uj et v, rEelles. 

Les 2 fonctions Uj et v, sont e (CD) et • ' 

( I. 4 ; 2) — zft < Uj < «/«!», — tji > < Uj < «/< \ 

d’oii, puisque T 0 : 

(I, 4; 3) — «/T(*KT(«/)<./r(+>, 
et par consequent 

( I, 4 ; 4) | T(Uj) ! < */T(<|»)» I T(a/> | < c/T(+). i T ( 9 /) I < 2 «/T(*). 

Cela prouve, com me nous voulions le montrer, que les T( 9 /) 
convergent vers 0. 

Afors, d’apres le theoreme III, T est une mesure On a d’autre 
part (*(9) > 0 pour (CD) et > 0 ; si 9 est une fonction quelconque 
€ (O et > 0, sa regularisee 9* p c (voir theoreme I) est dans (CD) et 

0, done K? * p e ) 0 ; Iorsque e -► 0, les 9 * p s convergent vers 9 
dans un (<?„), done ^(9) > 0, n est une raesure ^ 0, c. q. f. d. 

Ce theoreme est important parce qu’il permettra de montrer que 
certaines distributions sont des mesures. Si une fonction est surhar- 
raonique, son Laplacien est 0 e’est done une mesure ^ 0, d’ou 
la decomposition de Riesz (voir chapitre VI, § 10, thEordme XXX). 

Mais il montre en meme temps que la structure d’ordre introduite 
dans ('D') n’a qu’un interdt Iimite : elle ne sort pas du cadre des 
mesures. Si T n’est pas une mesure, non seulement elle n’a pas de 
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signe, mais elle n’est comparable k aucune mesure, et n’est pas une 
difference de 2 distributions > 0. 

La comparaison des distributions est possible localement. Une 
distribution ^ 0 au voisinage de chaque point est ^ 0 ; une distri- 
bution > 0 dans un ouvert ft est une mesure ^ 0 dans ft. (Mais 
une distribution T, d6finie dans R", et ^ 0 dans ft, peut fitre 6gale 
dans ft k une mesure n ^-0 non prolongeable en une mesure sur R”. 
Voir exemple k la remarque de la page 41.) 

§ 5 Generalisations di verses 

1° Distributions vedorielles Soit E un espace vect oriel topolo- 
gique localement convexe complet, dont les elements seront appeies 
vecteurs, et design6s par des lettres grasses. On utilise fr6quemment 
la notion de fonction vectorielle sur R", f(x) ; pour tout xe R \f(x) 
est un vecteur € E. La notion de fonction continue, differentiable, 
analytique s’etend immediatement. II est alors possible de g£n£rali- 
ser ces fonctions en distributions vectorielles T, telles que, pour 
toute fonction numdrique <?(x), indefmiment differentiable k support 
compact, done element du meme espace vectoriel (2)) considere 
jusqu’e present, T(q>) soit un vecteur e E. Une telle distribution 
vectorielle est une application lineaire continue de (2)) dans E. Une 
fonction vectorielle continue t(x) definit une telle distribution vecto- 
rielle par la formule habituelle 

(I, 5 ; 1) /(t) = t(x)^x) dx. 

La plupart des resultats algebriques que nous donnerons dans ce 
livre pour des distributions k valeurs num6riques complexes 
s’6tendent aux distributions k valeurs vectorielles, moyennant 
d’eventuelles hypotheses supplementaires sur E ( 1 ). Au contraire, 
pour -les questions topologiques, il y a bien des difflcultes nouvelles. 

2° E etant toujours un espace vectoriel complet et localement 
convexe, soir E' son dual. Nous noterons par < e, e' > le produit 
scafaire de e€ E par e'e E'. Soit alors T une distribution numdrique, 
done appartenant k 1’espace (2)') de distributions consider^ jusqu’ici. 
II est alors possible, non seulement de defmir T(<p) pour une fonc- 
tion 9 numdrique e (2)), mais aussi pour une fonction 9(2), k valeurs 


{*) Voir Schwartz [ 9 ] et [10] 
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dans E, pourvu qu’elle soit indEfiniment derivable, k support 
compact. Dans ce cas, T(?) = T .9 est un vecteur € E. II devra verifier 

(I, 5 ; 2) < (T . 9 ), e' > = T. < <p(x), e' >, 

pour tout e'e E'. 

Reciproquement cette formule dEfinit T .9 comme Element du 
complete faible de E, ou dual algebrique E'* de E' ; on dEmontre 
que T ,9 est bien dans E ( 1 ). 

Si T est une fonction numErique f(x) ou la mesure de Dirac 3, 
on aura 

(I, 5; 3) /.? = fj ... f f(x) *(*)** 

(I, 5; 4) = 9(0). 

3° Distributions sur une varUte indtfiniment differentiable Soit 
V" une variete k n dimensions indEfiniment diffErentiable . On 
peut y dEfinir des distributions gEnEralisant les fonctions ou mEme 
les formes differentielles ou les champs de tenseurs de nature quel- 
conque. Les distributions-formes differentielles s’appellent cou- 
rants. Elies seront etudiEes au chapitre IX . Bornons- nous ici k 
considErer 1’espace (3)) vn des fonctions numEriques indEfini - 
ment derivables k support compact sur V". A partir de (il») v r» 
on dEfinira l’espace ( c J)') v n des distributions sur V n ; il possEdera des 
propriEtEs analogues k celles de (ii)') R n . Cependant il y a des diffe- 
rences importantes : 

a) On ne peut dEfinir de dErivations partielles sur V", qu’aprEs 
definition de champs de derivations ou champs de vecteurs indEfini- 
ment diffErentiables sur V n [voir formule (II, 3 ; 35)] . 

b) Une mesure n est une distribution particuliEre, mais une 
fonction fix) ne dEfinit plus une distribution particuliEre. Il ne 
pourra en Etre ainsi que si on a fixE un Element de volume privi- 
lEgiE dx. 

Soient U m et V" deux variEtEs indEfmiment diffErentiables, a m 
et n dimensions respectivement. Si y = H (x) est une application in- 
dEfiniment diffErentiable de U m dans V n continue k I’oo, c’est-E- 
dire telle que 1’image rEciproque de tout compact de V n soit un 


p) Voir Schwartz [9] 
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compact de U” on peut d 6 finir une image transpose H'<p de toute 
fonction 96 ( 2 )) v „ ; c’est une fonction € ( 2 )) 0 » : 

(I, 5 ; 5) H* 9 (x) = 9 [H(x)] f pour x e U OT . 

On peut ators d£finir l’image directe par H de toute distribution 
T sur U m ; c’est une distribution HT sur V 7 * : 

(I, 5; 6 ) HT .9 = T.H* 9 , pour toute 9 €(2))^. 

En particulier, si H est un homeomorphisme indefiniment diffe- 
rentiable ainsi que son inverse, il definit un isomorphisme entre(©'> u m 
et (2)') v «. Si U m est une vari 6 t 6 reguli£rement plong£e dans V", on 
peut prendre pour H l’application identique de U m dans V n . 9 = H *9 
est alors la restriction & U m d’une fonction 9 definie sur V n et 
T = HT est l’extension & V n d’une distribution T definie sur U" ; 
pour 9 € (3)) v n, T( 9 > est par definition 6 gal & T( 9 >. 



CH A PITRE II 


Derivation des distributions 


Sommairb Le § 1 definit la derivation des distributions de fa$on qu’elle 
coincide avec la derivation usuelle dans le cas de fonctions continuement 

differentiables : (<p) = — t( [formule (II, 1 ; 6 )]. Toute distribution 

\**k) 

(en particulier toute fonction localement sommable) est indeftniment deri- 
vable et on peut intervertir 1’ordre des derivations (p. 35). C’est la propriety 
essentielle qui justifie Introduction des distributions. 

Le § 2 donne des exemples de derivees dans le cas d’une variable, (n ■*= 1). 
Le plus important est le l« r , qui montre l’influencc des discontinuites d’une 
fonction, qu’on retrouve sous forme de masses ponctuelles dans sa derivee : 
la fonction d’Heaviside Y(x) (p. 36) a pour deriv 6 e la mesure de Dirac 8 
(II, 2 ; 3), dont les deriv 6 es S', 8",... sont definies de fa$on rigoureuse : 
8 ^( 9 ) = ( — 1 )P 9 ^( 0 ) (II, 2 ; 5). Ainsi sont justifies de nombreux proced 6 s 
classiques du calcul symbolique. 

Le 2® exemple est pdus subtil (p. 38) ; il introduit d’une fa^on naturelle les 
parties flnies de M. Hamadard, utilisees dans la theorie des equations aux 
derivees partielles, et la valeur principale de Cauchy ; les pseudo-fonctions Y m 
de la formule (II, 2 ; 31) seront utilisees au chapitre Vl, § 5, dans la deriva- 
tion d’ordre non entier, et sont l’expression la plus simple de formules qu’on 
rencontre dans la th 6 orie des equations aux deriv 6 es partielles. 

Le § 3 donne des exemples de derivation dans 1’espace k n dimensions. Les 
diverses formules d’Ostrogradsky, Stokes, Green, ont ainsi des interpretations 
nouvelles. L’exemple 2 a une importance particuliere. On sait que la fonc- 
tion (l/r) n ~*[ log ( 1 /r) pour n = 2 ] est harmonique en dehors de l’origine ; 
nous calculons ici son laplacien, et nous trouvons qu’il est egal k — N 8 (une 
masse — N placee k 1’origine) (II, 3 ; 9) ; cette formule sera la base de la 
formule de Poisson et de l’etude des potentiels et fonctions surharmoniques. 
Les autres exemples de ce paragraphs sont 6 galement importants dans let 
applications, mais il est preferable de les passer en premiere lecture et de se 
borner h les consulter lorsqu’il y sera fait reference. 

Le § 4 traite de la recherche des primitives pour 1 dimension [n = 1). Le 
theor 6 me I (p. 51) etend aux distributions un r 6 sultat classique pour les fonc- 
tions. Toute distribution a une infinite de primitives, deux d’entre elles 
different d’une constante. 

Le § 5 est la generalisation k n quelconque, le th 6 oreme IV (p. 54) gene- 
ralise le theoreme I. 

Le § 6 traite de la recherche d’une distribution T dont on connatt plusieurs 
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d6riv6es partielles — r — S ; ; il introduit la condition classique de compati- 

&s.- »s.- 

bilit6 - — = ~~~ (11, 6 ; 2) (th6or6me VI, p. 59). 

»Xj i>Zi 

A c6tk des propri6t6s g6n6rales que nous venons de signaler, les §§ 4, 5, 6, 
contiennent des th6orfemes particuliers (11, 111, V, Vll) qui donnent des 
propri6t6s d'une distribution k partir de celles de ses d6riv£es. L’ensemble du 
probl&me de la recherche des primitives (§§ 4, 5, 6) est autonome et ne sera 
pas utilise dans la suite. 


§ 1 Definition de la derivEe 

Derivie d’une fonction regulUre A toute distribution T nous 
ferons correspondre des distributions « derivees partielles » par 

, iT 

rapport k x lt x it ...» x n ; nous emploierons la notation T ou -- — 

a- dx k 

pour la d6riv6e partielle de T par rapport k Xk (Si n — 1, nous Ecri- 

rons ou T')* Pour que la notion de d6riv6e soit intEressante, il 
ax 

faut que, si T est une fonction / continue k dErivees partielles con- 
dT d/ 

tinues (au sens usuel), soit la fonction ^ . Nous donnerons ici une 

definition directe, mais un peu artificielle, de la derivEe. Nous en 
redonnerons une definition plus conforme aux notions habit uelles, 
au § 4 du chapitre III. 

Pour <F6(iD), on a d’aprEs (I, 2; 12) 


(H, r ; i) 

\i (v) = ff-f x * "" ** ■■■' 

X 2 x k , ..., xj dx 1 dx 2 ... dx k ... dx n 






( r +oo _i 


dx 1 dx i ...dx k _ l dx Jf + 1 ... dxj f -^-9dx k 


L’intEgrale entre parentheses peut se calculer par parties ; comme 
? est nul en dehors d’un compact, la partie tout integrEe disparait : 
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(II, l ; 3) 


/ dx l dx,...dx k _ l dx ll + t t^dx^ 

f -//'■•/' 5-.- 


Finalement 
(II, 1 ; 4) 


IL 

2x. 


( 9 ) 


1 \**k) 


[toujours avec la definition (I, 2; 12)]. 




Derivee d’une distribution Mais cette relation entre / et — 

' 3x, 


conserve un sens si au lieu de / on considEre une distribution quel- 
conque T. La fonctionnelle S definie par 


(II, 1 ; 5) 


S(9) = 


t(^ 


est manifestement une forme lineaire sur (£0), continue sur chaque 
(3> E ). Car si des e (3> K ) convergent versO, il en est de intone des 


zx L 


t*>< 


et, T etant continue sur (<£ K ), les — T ~ ) convergent versO. S est 


dT aT 

* ZXu 


V 1 

done une nouvelle distribution, qui sera, par definition 
est done definie par la formule 

< n ' i;6 > 5 (9 )=-t S) : ou t >> =-■<>• 

La relation exprime que les transformations 

*9 rr, ?T 

9 — ► — - — et T-> — — 

ZX k 

sont transpos6es l’une de 1’autre dans la dualite entre (3)) et (3)'). 

Naturellement on pourra ensuite considerer les derivees succes- 
sives : toute distribution est indefiniment derivable. On peut d'ailleurs 
intervertir Vordre des derivations [puisqu’on le peut pour des fonc-» 
tions 9 6 (0^)3 et Ton aura 


(II, 1 ; 7) 


D p T(9> = (— l)' p ‘ T(D P 9>. 


Remarques Une fonction / sommable sur tout compact ap- 
parait ainsi comme indefiniment derivable. Mais, si elle n’a pas 
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de dErivee au sens usuel, sa dErivEe n’est ni une fonction ni mEme 
en gEnEral une mesure, c’est une distribution. D’ailleurs si / est une 

? / 

fonction continue ayant une derivee (au sens usuel) — tres irregu- 

<> x k 

liEre (par exemple non sommable), il n’y a pas de rapport simple 

of 

entre cette fonction derivee et la distribution derivee — - . C’est ce 

ox k 

qui fait que Ies fonctions denudes de / (au sens usuel) peuvent vEri- 

o*f o*f 

fier, si elles sont irrEgulieres, - — — ^ , alorsqu’on a toujours. 


ox k o Xl 


ox t ox k 


0*f 


o*f 


pour Ies distributions derivees, — „ . 

^ 0X k 0 Xl 0 Xl Ox k 

La derivation est une operation de caractEre local. Si on connait 
une distribution dans un ouvert ft de R n sans la connaitre dans R n 


entier, on connait tQutes ses dErivEes dans ft. Le support des distri- 
butions dErivEes de T est contenu dans le support de T. 


§ 2 Exemples de derivation. Cas d’une variable (n = i) 


Nous avons vu que si / est une fonction continue, & dErivEe 
(au sens usuel) continue /', sa distribution dErivEe coincide avec sa 
fonction dErivEe. II n’en est plus du tout de mEme Si / ou /' (dEfmie 
au sens usuel) sont discontinues. 

Exemple 1 Fonctions discontinues. Derives successives de la 
fonction d'Heaviside Y(x) 

On appelle, en Electricity et en calcul symbolique, Echelon-unitE 
ou fonction d’Heaviside la fonction Y(x) Egale sk 0 pour x <0, k 
1 pour x > 0. Elle n’est pas dEfinie pour x = 0, ce qui n’a au- 
cune importance, puisque, considErEe comme distribution, une fonc- 
tion n’a besoin que d’Etre dEfmie presque partout. 


(II, 2; 1) Y(») = / " ?(I) dx. 

La dErivEe Y' est dEfmie par 

(II, 2 ; 2) Y'fcp) = — Y( f 0 = - J* ?'(*) dx = <p(0) 


= *(<?)> 


8 dEsignant la mesure de Dirac. On a done 
(II, 2 ; 3) Y' = 8. 

Cette formule est connue et utilisEe depuis longtemps en calcul 
symbolique ; mais sans justification eorrecte. 
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Remarquons que dans Fouvert n co'mplementaire de Porigine, 
Y est une fonction continue, k derivee (au sens usuel) continue et 
nulle ; done on peut prevoir avant tout calcul que Y' a son support 
ponctuel, reduit k Porigine. 

II est facile de calculer les derivEes suivantes. 

(II, 2 ; 4) Y"(q>) = S'( 9 ) = — 8( ? ') = - V(0). 

Y" = 8' est done un doublet place k Porigine, de « moment » — 1. 
Les derivees ulterieures sont des « multipoles * ; la d6riv6e p-ieme 
8 r/,) est definie par 

(II, 2; 5) » w (?) = (— 1) V^O). 

On peut genEraliser immediatement : 


Derivees successives d’une jonction reguliere par morceaux 
Soit / une fonction « reguliere par morceaux ». Dans une suc- 
cession d’intervalles (x v—1 , x v ) (lim x v = ± oo), e’est une fonc- 

V — ► ± CO 

tion indefiniment derivable au sens usuel du mot ; en chaque point 
x v , / et ses derivees (au sens usuel) ont des discontinuity de pre- 
miere espece. Soit f[ pi le saut de la derivee usuelle d’ordre p au 
point x v . / est done une fonction presque partout definie (partout 
sauf sur Fensemble denombrable des x v ). II y a lieu de distinguer 
les distributions /', /", ..., f n \ derivEes de la distribution /, et les 
distributions [/'], [/"], [/ (n) ], qui sont des fonctions, egalesaux 

dErivees successives au sens usuel de / dans les intervalles (x v _ if x v ) (et 
non defmiesaux points x v ). Ainsipour/ = Y, on aura/' — 8et [/'] =0. 
Une integration par parties montre aussitbt que 


(II, 2; 6) /'(*) = -/(*') = 
ce qui s’ecrit 


2 <F (O/v + J+* 9{x) [fix)] dx 


(II, 2; 7) /' = If] +2/ v * W . 

Les discontinuites de / apparaissent dans sa derivee sous forme 
de masses ponctuelles. Dans les derivations ulterieures, elles ne 
disparaitront plus jamais. En effet on en d6duit, de proche en 
proche : 


(II, 2; 8) 

/ w = r/'”j + 
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\ / 

— 00 , 0 , 


E xemp le 2 Pseudo fonctions. Parties finies de Hadamard. 

Calculons la derivde de la fonction /(x) egale d 0 pour x < 0, d 
l/v/ x pour x > 0 (non ddfmie pour x = 0). 

Cette ddrivee est stirement nulle dans I’ouvert 

l X N 

dgale d la fonction — — x *'* dans l’ouvert \ 0, + oo j. , car dans 

chacun de ces 2 ouverts, /(x) est une fonction continue a ddrivee (au 
sens usuel) continue. 

/ r + » 

m = -/(?') = - 


(II, 2; 9) 


= — lim \ 


-f. 

4- 00 


<p'(x) x l,i dx. 


<p'(x) x 1/4 dx. 


Intdgrons par parties : 

(II. 2 ; 10) /'(f) = Um + P fix) (_i !-/■) rfxl 

Comme <p(e) = <p(0) + 0(c) pour t -> 0, on a finalement 
.-(II. 2 ; 11) /'(,) - lim [ f + ” *<*) (_ \ x~1’)dx + ? (0) «-/*> 

a t-*rQ t \ A j J 

Nous trouvons Id une notion introduite par M. Hadamard (*) 
pour les besoins de la thdorie des Equations aux derivees partielles : 
celle de « partie finie * d’une integrate divergente. 

Soit g une fonction sommable dans tout intervalle (a + e, b ), 
= > 0, mais non sommable dans (a, b). II peut arriver que g(x) soit 
la somme d’un polyndme en 1 /(x-a), et d’une fonction h{x) som- 
mable dans (a, b) : 

(II, 2 ; 12) g(x) = P(l/(* - a)) + h(x) = V — 6 a + h(x} , 

(x — a)^ 

Nous entendrons le mot polyndme dans un sens etendu : une 
somme de monomes d exposants complexes quelconques Xv, 
$(\) ^ 1. Nous devrons mime 'supposer d’abord que ces exposants 
ne soient pas des entiers. On voit alors que Ton peut ecrire 

(II, 2 ; 13) P g(x) dx = 1(c) + F(«). 

J a + e 

1(e), « partie infmie » de l’intdgrale, est un polyndme en 1/e, somme 
de mondmes a exposants complexes non entiers 


(*) Hadamard [1], pages 184-215 
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(n, 2 ; i4) k.)=£^( -fr • 

et F(c) a une limite finie F lorsque e-*-0. C’est cette quantite F que 
M. Hadamard appelle la « partie finie * de l’int£grale j* g(x) dx et 
que nous noterons 
(II, 2; 15) 

F = Pt.£ * — S ^ +/; Mx) 4*. 

, Les principals proprietes d’une telle integrate g^neralisee sont 
les suivantes : 


1° La definition est invariante par changement de variables. Si 
x = x {(), t = i{x), est un homeomorphisme indefiniment differen- 
tiable, on a 

(II, 2 ; 16) Pf. r g(x) dx = Pf. F" g [x(t)] x\f)dt. 

J a J t(a) 

2° Calculons l’integrale j* g(x) (x — a) x dx. Lorsque x est un 

nombre complexe, de partie reelle > 0 assez grande, c’est l’inte- 
grale ordinaire d’une fonction sommable. 

(II, 2 ; 17) F(x) = .f* g(x) (: r — a) x dx 


--S 


x v — x — 1 \b — a/ 


1 vXv-X- 


- 


1 fb 

^ Ja HX) 


(x — a) x dx. 


Le premier terme est analytiquement prolongeable ; c’est une fonc- 
tion meroinorphe de x dans tout le plan complexe, ayant un nombre 
fini de poles, les x = x v — 1 . Le 2 e terme est holormophe pour 
ift(x) > 0, et continu pour x -*■ 0. 

Alors F(x) est meromorplie pour &(x) > 0 ; comme les x v ne sont 
pas entiers, elle est continue pour x 0 et a pour limite 


(II, 2 ; 18) 

f( °) - - s ^ (*=-»r 1 + n m dx - «/: **> ^ 

La partie finie d’une integrate apparait ainsi comme le prolongement 
analytique d’une integrate ordinaire. 

3° Si <K*) est indefiniment derivable, la fonction g(x) <p(x) a dans 
(a, b ) des proprietes analogues £ g et l’on peut definir la partie finie 



40 


Pf.f g(x) <p(x) dx. On voitsans aucune peine que c’est lii une forme 

liniaire continue de 9 € (2)). Ainsi g(x), quoique non sommable sur 
(a, b), definit une distribution que nous appellerons une pseudo- 
fonction et dSsignerons par Pf. g. 

(II, 2 ; 19) Pf. <?(■?) = Pf .f* ff(x) r(x) dx. 

Tout ce que nous venons de dire pour une fonction g nulie en 
dehors d’un intervalle fini (a, b ) et singultere en'a s’etend a des 
fonctions g definies sur tout 1’axe r 6 el. Si g(x) est une fonction 
sommable sur tout compact, sauf au voisinage de certains points ai, 
en nombre fini sur tout intervalle fini ; et si au voisinage de chaque 
point at, k droite et k gauche de ai, g est somme d’un polyn 6 me en 
( 1 /| x — eu|) k exposants complexes non entiers, et d’une fonction 
sommable (ce polyndme n’etant pas necessairement le m 6 me a 
droite et k gauche de ai), alors on peut dSfinir sans ambiguite l’in- 
t^grale 

(II, 2 ; 20) Pf. g( 9 ) = i S(x) t(x) dx. q>e(!T) 

(cette integrate se calculant comme somme d’integrales etendues 
k des intervalles finis oil g ne soit singuliere qu’en une extremite). 

Nous voyons alors que si g(x) est la fonction [/'] , fonction d 6 rivee 
au sens usuel de la fonction /(x) d 6 finie page 38 ( [f] = 0 pour x < 0 

[/'] — 2 pour x > 0 ^, la distribution deriv^e/' definie par 

la lormule (II, 2 ; II) n’est autre que la pseudo-fonction Pf. [f]. 

(II, 2; 21) /'(<,) = Pf.^ + " ,{*)( — ~x-‘ /‘Jdx^Pf. If} (f). 

Remarque importante La fonction []'] est < 0, au sens usuel 
du mot. Mais la distribution pseudo-fonction f = Pf. [f] n’est 
nullement une distribution < 0. On n’a pas necessairement /'(<?) 
•^0 pour 9 ^- 0 . D’ailleurs /' n’est pas une mesure 0, puisque [f] 
n est pas sommable au voisinage de l’origine. Par contre f est bien 
une distribution 0 (mesure < 1 0 ) dans l’ouvert ft complementaire 
de l’origine. Ainsi /', definie dans H 1 , est < 0 dans ft ; elle est 
egale dans ft k une mesure 0 definie dans ft non prolongeable 
en une mesure sur R 1 . 
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Voyons maintenant ce qui se passe si certains des exposants x v 
sont entiers. 

1° Posons tou jours 

(II, 2 ; 22) 


**» = 2 + h(T) = J, + ^' L A(I) - 


7 (x— a) x v 
On devra prendre alors 


(II, 2; 23) 1(c) = 2 — 

1 Xy 


/ 1 \^ -1 * , 1 
t(t) + A ‘ ,og T 


et 


(II, 2; 24) F = Pf .J 3 (x) dx 

— j, " A * iog (ft - o) + f' m dx - 


Ainsi 1(e) n’est plus un polyndme ; c’est la somme d’un polyndme 
en 1/e & exposants complexes pouvant dtre entiers (mais ^ 0) et 
d’un terme logarithmique. 

2° La partie finie n’est plus invariante par changement de 
variables. Ainsi 

/M dx (* x ! % dt 

(II, 2; 25) Pi. — = 0 ; Pi. - = - log 2, 

J o x Jot 

alors qu’on passe de l’une & l’autre par Fhomdomorphisme inddfi- 
niment differentiable x — 2t, t = x/2. 

3° F n’est plus prolongement analytique de F(x) jusqu’d x = 0. 
On voit immddiatement que F(x) tend vers oo lorsque x tend 

vers 0 ; la partie finie Pf, 
x tend vers 0. 

II pourrait sembler que ces difficultes ne s’introduisent que si Fun 
des exposants x v , soit Xj, est 6gal & 1 ; mais si, sans qu’aucun ex- 
posant soit egal & 1, Fun d’eux est entier, alors quand on considd- 
rera g{x) <p(x), pour <p€ (2)), Fun des exposants sera 6gal A 1. 


■L 


b A, 

g{x) dx est la limite de F(x) — lorsque 


Pseudo-fondions mondmes Appelons Pf. (x"% >0 , m etant un 
nombre complexe, la distribution pseudo-fonction definie par 
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(II, 2 ; 26) 

Pf. CO x>0 -9 = PS.J 0 + " i”V(z) <te 
= Jim / x"* 9 (*) cte 4- 9 ( 0 ) — — . — - 

e-»-o. 


l 

Le symbole Pf. est inutile si R m > — 1, et le nombre de termes 
& prendre dans le crochet depend de la valeur de m ; si m est un 

e® 

entier < 0 , le terme en doit £tre remplac 6 par log e. 

fpf. (x m ) x>i )}. 9 estune tonction analytique de la variable com- 
plexe m sauf pour m entier < 0. Si m n’est pas un entier < 0, on a 
6 videmment 

(II, 2 ; 27) ^ [Pf- (*a >0 ] = Pf- m 


9'(0) 


m -f 1 

m + 2 


m 


... 4- 


9 W (0) 


m + k -f 1 


k\ m •+■ & -f 1 J 


Autrement dit, la derivee de la pseudo-fonction s’obtient par la 
r£gle ordinaire de derivation d’un mondme. En effet la formule est 
exacte pour $/n > 0 ; alors, si Ton appelle S et T les distributions 
qui figurent aux deux membres de 1 ’egalite ci-dessus, S(?) et T( 9 ) 
sont egaux pour ( &m > 0 , et sont des fonctions analytiques de la 
variable complexe m, done sont identiques. Mais si rn'est un entier 
< 0 , m = — /, cette m 6 thode de prolongement analytique n’est 
plus valable, et Ton trouve par un calcul direct 


(II, 2; 28) 


r Pf. (A) 1 = Pf. +(—!)' Yf 

dx l v 3- / * > 0 j x x + n 


d_r_ 

dx 


^■( 7 ) 1 = Pf- 


x<0 






La distribution pseudo-fonction Pf. — ,qui est la derivee de 


log ix | t peut aussi s’ 6 crire v p. — , car on a 



v p. designant la valeur principale de Cauchy, dont 1’existence est 
assuree par la differentiability de 9 . 
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En combinant les deux egalites (II, 2 ; 28) on obtient 

( II > 2;3 °) £- pf -(^) = Pf-(^r) 

G6n6ralement on a k consid^rer la famille de pseudo-fonctions 

(II, 2; 31) 

j Y - = Pf - pour m distinct d’un entier <0 ; 

I Y_j = pour m = — l, entier ^ 0. 

En regardant la definition des pseudo-fonctions mon6mes, on voit 
que, si m tend vers un entier < 0, Y m (<p) reste une fonction conti- 
nue de m grace au facteur l/r(/n). Y m (<p) est ainsi une fonction 
analytique entire de la variable complexe m. D’autre part on a 
toujours la formule de derivation : 



Ces remarques sont k la base de la theorie des deriv^es et primi 
lives d’ordre non entier (chapitre VI, § 5). 


§ 3 ExeMPLES DE DERIVATION. CAS DE PI.USIEURS VARIABLES 


Exemple 1 Fonction discontinue sur une surface. Soit f(x) une 
fonction indefiniment derivable au sens usuel dans le volume ferm6 
V limite par une hypersurface fermee S indefiniment differentiable, 
mais nulle a Vexterieur de S. Ainsi / et ses fonctions derivees usuelles 
[D p /J ont des discontinuites de premiere espece le long de S. On a 
aussitdt 


(II, 3; 1) 

ff... /’,(*) ii dx 

\ 3*1 D Xl JJ vJ ,W 3X x 

) = f(x) <p(x) dx 2 dx 3 . ..dx n + jj'yj ( x ) < p( x ) dx ‘ 

l’integrale de surface pouvant aussi s’ccrire 

(II, 3; 2) -/•■/ m <p(x) cos QidS. 

9j etant l’angle de la normale exterieure k S avec Taxe Ox,. Cela 

df 

prouve que la distribution derivee — est egale k la somme de la 

axj 
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fonction d£riv6e usuelle [— ^ et d’une mesure singuliere, port6e 
par I’hypersurface S, et possedant la densite superficielle — f(x ) 


cos Oj. 

On calculera de mtoe les deriv£es suivantes. Toute derivee 
d’ordre m de f est la somme de la derivee usuelle correspondante et 
d’une distribution portee par S, form6e de couches multiples d’ordres 
<1 m, s’exprimant k 1’aide des derivees d’ordre m — 1 de / 
sur S (au sens usuel). On voit par cet exemple que toutes les for- 
mules du type Stokes, ou Green, sont une autre maniere d’expri- 
mer les distributions derivees de fonctions discontinues. 

Ainsi la formule classique 


(II, 3 ; 3) 




■f(x) \<?dx 


-ffvf'M ix + f-sf 


\ d f^ 

9 157 J dS 


exprime que le Laplacien A / est la somme du Laplacien usuel [A f] , 

• • r dl i 

d’une mesure portae par S de densite superficielle — — - et d’une 

iflvj 

distribution de doublets port6s par S, orient&s suivant la normale 
k S, et de density superficielle de moment egale k f. De teiies inter- 
pretations sont tres utiles dans la theorie du potentiel et des equa- 
tions aux derivees partielles ; la demonstration directe de ces for- 
mules donne d’ailleurs une methode plus intuitive pour retrouver 
les formules de Green de ces equations. 


Exemple 2 Fonctions de la distance. Soit r — » / x* A- x* -4- . . . x* , 

Y l a 

et m un nombre complexe. Nous definirons la distribution pseudo- 
fonction Pf. r m par la formule 


(II, 3; 4) 


(Pf. r m ). ? = Pf 




r m <p(x) dx 


I . = limf ff.. fr"‘<?(x)dx—l(.)\ 

\ e-+0 -JJr'Z'zJ J 


1(e) etant un polyndme en e, a exposants complexes 0, augments 
eventuellement d’un terme en log e. On trouve que 
(II, 3; 5) (Pf-O-9 


lim \ ff ... f r rn v(x)dx + 2 H^aV 0 ) 

e-*0 »-*/«/ zj k 


t m -f n + 2A -i 

m + n -f 2/f -i 
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(II, 3; 6) H* = 




2 u ~ t kir(^ + k 

\ 2 


3X. 


~ + - + ^ 
< K 


Le nombre des termes entre crochets depend de m ; pour 

e° 

•Km > — n, le symbole Pf. est inutile ; enfin le terme doit 6tre 
remplace par log e, si m -f- n est un entier < 0 pair. 

La quantity F (m) = (Pf. r m ). 9 est une fonction analytique de la 
variable complexe m, sauf pour m n entier 0 pair ; ces valeurs 
de m sont des p61es simples de la fonction analytique et l’on a enc ore, 
pour m — — n — 2 h, comme nous l’avons vu pour F(x) (page 41) : 


(II, 3; 7) (Pf. r- n ~ 2h ). 9 = lim ( F(— n — 2h + u) ~~ —l 

u-» 0 J- U j 

Dans ces formules, op peut remplacer les spheres r = c par une 
autre famille de surfaces assez rEgulieres ; naturellement la partie 
infinie 1(e) depend des surfaces choisies, mais non la partie finie, si 
m 4- n n’est pas un entier < 0 pair ; la formule (II, 3 ; 7) n’est pas 
tou jours valable. On peut alors ecrire la formule 

(II, 3 ; 8) A(Pf. /•**) = m(m + n — 2) Pf. i^~ 2 

lorsque m -f- n n’est pas un entier ^ 2 pair. En effet cette formule 
est vraie pour assez grand, done pour toutes les valeurs non 
exception nelles de m par prolongement analytique. Pour 

m -j~ n = — 2 h -f~ 2, 
h etant un entier ^ 0, on trouve 

(II, 3 ; 9) l(Pf. O = m(m +n— 2) Pf. i*~ 2 + 

2 2 h - i h\r + 

Le cas le plus important est celui de m = 2 — n : 


(II, 3 ; 10) 




\r n ' 


(n — 2) 2(v^)» 
r(n/2) 


8 = — NS; 


N est le produit de (n — 2) par Faire H 0 de la sphere de rayon 1 


dans R". II est bien connu que, pour r ^ 0, la fonction |^— 'j 


est 


harmonique ; mais justement on s’interdit habituellement de consi- 
derer ce qui se passe pour r = 0. 
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Nous pouvons maintenant dire que A^-^37,^ est une masse ponc- 

tuelle ^ 0, — N, plac6e & l’origine. Etant donn6 l’importance de ce 
r^sultat, donnons-en une demonstration directe. 

A (^) w = ff-f 7^ dx h ix - 

Appliquons la formule de Green, v designant la normale exterieure 
k la sphere r = e, e " —1 dft son element d’aire : 

(”.3; 12) w 

Jr=E J dv \r n 2 y Jr=.e J r"“ 2 dv J 

La premiere int6grale est nulle(l/r"~ 2 estharmonique). La deuxieme 
integrale vaut — (n — 2 )J* ... jT«pdQ, dont la limite, pour e -► 0, 
est — ( n — 2) H 0 <p(0). 

La troisieme integrale peut 6tre major6e par 0(e) (9 etant diffe- 


rentiable et — valant 

dv 

La formule finale 


i= 1 r oxi) ; 


sa limite est nulle. 


(II, 3 ; 13) (?) =-(n — 2) H oT (0) = - N,(0), 

6quivalente & (II, 3; 10), est done le resultat d’un calcul tr£s 616men- 
taire de la theorie des fonctions harmoniques ; exactement celui de 
la formule de Poisson pour les potentiels (ici ce calcul est evident, 

9 etant derivable). Pour n = 2, N = 0, e’est log — qui joue le rdle 



(II, 3; 14) 



De ces formules on deduirait sans peine les Laplaciens iteres des 
distributions Pf. r"\ Mais, comme cela se produit dej& pour n — 2 
dans le cas de liquation de Laplace, il est necessaire pour avoir la 
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« solution ElEmentaire * de liquation de Laplace it6r6e, de consi- 
der des fonctions r“ log r. Si k est un entier > 0, on aura 


(11,3; 15) \ k (r 2k ~~ n ) = (2 k — n)(2k — 2 — n) ... (4 — ri) (2 n) 

X A { ' r(n/2) ’ 

de sorte que si 2k— n est < 0 ou s’il est > 0 mais que n soit 
impair, il existe une constante B*. n telle que 


(11,3; 16) 




r 2 *— ") = 


mesure de Dirac. 

Si maintenant 2k — n est > 0 et pair, on utilisera la formule 
suivante, valable seulement dans ce cas : 

(II, 3; 17) a*(r*-"Iogr) 

= [[(2*- n )(2*-2-n)...(4-n)(2-n)n2*- 1 (*-l)!^| «. 

ct:mt entendu que dans cette formule, le jadeur 0 du double crochet 
doit itre omis. II existe alors une constante A k n telle que 

(II, 3 ; 18) A*(A* n r 2k ~ n log r) == 8. 

Nous en deduisons, quels que soient k et n, l’existence de cons- 
tantes A k n et B fr fl (dans chaque cas, l’une des deux est nulle), telles 
que 

(II, 3 ; 19) A V* - * (A m log r + B* >n )] - 

Notons enfin l’exemple suivant. Si l’on pose 


(II, 3 ; 20) 

, m — n 

r 7 

L m = 2 f^2) Pf * / 2 K n ~ m ^ 2nr ^ sauf P ourm entier <0 pair, 
| L_ 2k = (l— f 2 y S, pour m = — 2 k t entier < 0 pair. 


K est ici la fonction classique de la theorie des fonctions de Bessel. 
En dehors de l’origine c’est une fonction analytique, qui converge 
exponentiellement vers 0 & l’infini ; elle est ^ 0 pour m ^ 0. 
L m (<p) est, gr&ce au choix du facteur numerique l/r(m/2), une 
fonction analytique enti&re de la variable complexe m. On a 

(II, 3 ; 21) ( 1 — L„ = L m _, ; (\ — L„ = 
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En particulier 

(II, 3 ; 22) 


/ 

\ 


1 


AV 

4** ) 


J 2k 


mesure de Dirac : b 2k est la solution 616mentaire de l’op^rateur 


/ 

\ 


1 


A \* 
4* 2 / 


Exemple 3 Fonctions meromorphes 

Dans le cas de n = 2, on peut representer un point de R 2 par ses 
2 coordonnees, que nous appellerons x et y, ou par son affixe com- 
plexe z = x ^ iy , de conjugue z — x — iy. Nous poserons 

(II, 3 ; 23) 

Si j(z) est une fonction holomorphe de z, elle v6rifie, en tant que 

fonction ou distribution sur R 2 , 

A/ 0/ 

(II, 3 ; 24) ^4- — 0 (conditions de Cauchy) et ~ = j'{z) 

(d6riv6e par rapport & z au sens usuel). 

II n’en est plus du tout de m6me pour une fonction m6romorphe 
au voisinage d’un pdle. 

Nous definironscomme pr^cedemment la distribution Pf. — (m 
entier) (si m -f 1, le symbole Pf. est inutile) : 


o i_ j d . y\ _o_ = 

Dz ~~ 2 (ox Dy) ’ ox 


0 

\Jz 

/4 

• 0 z 


I o . o 

(Ox 1 Dy 


0 

OX 

0 


0 0 
DZ ^ DZ 




0 

DZ 


0 

02 


(II, 3; 25) 



v p. designant la valeur principale de Cauchy (Cette formule r6sulte 
de ce que la partie infinie 1(e) est nulle). 

Le resultat est le suivant : d’une part 


(II, 3; 26) 


o / 1 \ 

— vp. — I — 
02 ( V Z m ] 

1 


vp. 


(zz3 

Kz 


m + i 


(de ce point de vue, vp. — se comporte comme une fonction holo- 

z' n 

morphe usuelle), et d’autre part 


(II, 3; 27) 


A /v n. JL A (— iy»- 


— 1 V p. 

02 \ 2 71 


(m — 1)! 0z" 
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En particulier, pour m = 1, la formule 

*z\z / 


(II, 3; 28) 


jouera dans la theorie des fonctions analytiques Ie mSme role que la 
formule (II, 3 ; 10) dans la theorie des fonctions harmoniques. Elle 
peut servir de fondement k la theorie des residus et s’etendre au cas 
de plusieurs variables complexes ( J ). 

Dans Ie mSme ordre d’idees, soit / une fonction continue dans 
l’aire fermee S Iimitee par un contour r^gulier C, holomorphe k 
l’interieur de S, nulle a I’ext 6 rieur. / pr^sente des discontinuity Ie 
long de C, comme dans l’exemple 1°. 

a/ 

Alorsla distribution derivee — est la mesure portee par C, repre- 

az 

sentee, pour C parcourue dans Ie sens direct, par la difterentielle 
— Trr f( z )d z - Autrement dit, pour <p€(^)) : 

•L l 


(I, ’ 3;29 > i-'—hfj'* 1 - 


Exemple 4 Distances hyperboliques 

Posons, dans R", s == x \ — xj — x \ ... — x* n t . pour 0 et 
seulement lorsque la valeur trouvee est r 6 elle, et s — 0 dans les 
autres cas. II est possible de d^finir, comme I’a indiqu 6 M. Hada- 
mard ( 2 ), une distribution Pf. s m par une formule 


(II, 3 ; 30) (Pf. s”) . 9 = Pf- fj ... J s"'(*) 9 ( 1 ) dx. 

La partie finie, inutile pour aim > — 2, est ici un peu plus deli- 
cate a definir, car la fonction s m , pour ; Hm < 0, devient singuliere 
sur toute la surface du « cdne d’ondes» x 2 n -. — x\ — x\ ... — = 0. 

On peut voir que (Pf. s m ). 9 est une fonction analytique de la 
variable complexe m, sauf pour une double infinite de valeurs sin- 
gulieres, qui sont des pdles : 


(*) Ces formules ont etc developpees dans Dolbeault [1], chapitre IV^ 
Kooair.v [1], Schwartz [8] 

( 2 ) Had amard [ 1 ], pages 220-230. Le calcul n’y est fait que pourm =2 — n,n 
impair. On peut le simplifier et 1’etendre ametn quelconques. Nous ne don- 
nerons pas ici la definition precise de cette partie finie. Voir note ( x ), page 51 
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a) m — — 2, — 4 , ; m entier < 0 pair. 

b ) m = — n, — (n -f- 2), ... ; m + n entier < 0 pair. 

Si n est pair, il y a des valeurs communes &. ces deux series, qui 
sont alors des poles doubles pour la fonction analytique. Comme 
dans Texemple des fonctions mondmes, il est interessant de consi- 
der, avec M. Marcel Riesz ( x ), les distributions : 


(II, 3; 31) 


Z, = 



Pf. s l ~ n , 


l—n non singulidre. 

Pour les valeurs singulieres de l — n, on prendra la distribution 
definie, pour toute <p€ (S'), par passage & la limite de Zj(<p). Or il se 
trouve justement, grdce au facteur numdrique qui s’annule aux 
pdles de la fonction analytique Pf. s m (<p), que cette fois Zj(<p) est 
une fonction analytique entiere de la variable complexe/. Pour l — n 
non singulidre, Z l a pour support le support de la fonction s ; pour 
la sdrie b ) de valeurs singulieres, Z t estportde parl’origine, et l’on a, 


pour k entier > 0 ; 

. a 2 a 2 a 2 

(II, 3 ; 32) Z_ 2 . = □*$ ; □ = 

2k DX* DX* DX* 


D 2 


£>X 


n — 1 


Pour les valeurs singulieres de la serie a) qui ne coincident pas 
avec celles de l’autre, Z { a pour support la surface du cdne d’ondes 
(principe de HuygHens). 

On a toujours 

(II, 3 ; 33) DZ, = Z,_ 2 ; D% Z,__ M . 


Cette formule est en effet evidente pour ( M assez grand, elle est 
done toujours vraie par prolongement analytique. En oarticulier 
(II, 3 ; 34) nZ 2 = s, D% k = 8 . 


Z 2 est la solution elementaire de 1’ equation des ondes, Z 2/f est la 
solution elementaire de l’equation des ondes k fois « iterde ». Natu- 
rellement l’etablissement de ces formules ne necessite aucune 


(*) Marcel Riesz [1]. Les demonstrations figurent dans Marcel Riesz [2]. 
Les formules (II, 3 ; 31), (II, 3 ; 33), et l’utilisation systematique du prolon- 
gement analytique sont dues a cet auteur. Mais il faut remarquer que pour 
nous Zj n’est pas un operateur, mais une distribution, dont la definition peut 
ctre pr£cis6e sans prolongement analytique. Les relations entre l’op6rateur et 
la distribution seront vues au chapitre VI, formule (VI, 5 ; 21} 
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connaissance sp6ciale sur la theorie des Equations aux derivees 
partielles, mais peut au contraire servir de base a leur etude ( 1 ). 

Exemple 5 Derivations sur une variete 

Sur line variete indefmiment differentiable V" (voir chapitre I, 
§ 5), une derivation du premier ordre a est definie par un champ de 
vecteurs indefmiment differentiable. On definira la derivee d’une 
distribution par la formule 

(II, 3; 35) »T.9 = — T.a*. 


Avec des coordonnees locales, l’expression d’une telle derivation 
en fonction des derivees partielles par rapport aux coordonnees ne 
sera pas la meme pour des fonctions et des distributions. II en sera 
d’ailleurs de meme sur R n , des que l’eiement de volume dx ne sera 
pas un invariant de la transformation infinit6simale definie par le 
champ de vecteurs. Consid6rons par exemple. la derivation par- 

tielle — , definie sur le compiementaire O de 0 dans R" : 


(II, 3 ; 36) 


*9 Y Xk ^ 
*r — r *x k * 


Pour une distribution, on aura, avec les notations de la multi- 
plication (chapitre V) : 


(II 


dT a<p „ x. „ a fx k . \ 

. 3; 37) - — T. £ =-2 T.^- = | - ( 7 * t). 


dT 


k 

n — 1 


x k J>T 


zx L 


(II, 3 ; 38> _ = |-^ 7 Tj=— T + 

Les plus grandes precautions doivent etre prises dans R" des 
qu’on utilise d’autres coordonnees que x v x 8 , x n . 


§ 4 Primitives des distributions. Cas d’une variable 

Primitives d’une distribution Theoreme I Toute distribu- 
tion d'une variable x (n = 1) ad met une infinite de primitives ; deux 
d’entre elles different d’une fonction constante. 

La 2 e partie du theoreme revient a dire qu’une distribution dont 
!a derivee est nulle est une fonction constante. 

/ 

( l ) 'i'ous ces calculs sont explicites, en formules invariantes par le'groupe 

de Lorentz, dans la tMse de METHfcE-.Voir aussi Eliana Rocha de Brito [1] 

/ 
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Soit S une distribution donn6e. Pour qu’une distribution T soit 
une primitive de S, autrement dit pour que T' — S, il faut et il 
suffit que, pour toutefonction x e (2)) qui estla derivee d’une fonc- 
tion +e(3)), on ait 

(II, 4 ; 1) T« = t(£) =- S (W- 


Ces fonctions x» derives exactes, forment un sous-espace vectoriel 
hyperplan (2ft) de (2>) : elles satisfont en effet & l’unique condition 
lineaire 


(II, 4; 2) x(t) (II = 0, 

moyennant quoi leur primitive 
(II, 4 ; 3) +(i) = J ^ x(0 <« 


est bien & support compact. 

Ainsi T est une forme lineaire sur (3>), connue sur (2ft) ; on la 
connaitra compl&tement si on connait sa valeur T(q> 0 ) sur un ele- 
ment <p 0 de (S') n’appartenant pas & 2ft. Choisissons par exemple 
telle que 


(II, 4; 4) 



dt = + 1. 


Alors pour q> e ( 3 )) quelconque, on aura la decomposition unique : 

( 9 = ^>o ^ X 

(II, 4; 5) . P =/_ + > ,)d( 

I dty 

f x = ? — X9 0 e W done = ~ , (S'), 

i dx 

qui donnera 

(II, 4 ; 6) , T(<p) = XT( 90 ) — S(*). 

Reciproquement, si T est la forme lineaire d£fmie sur (2ft) par 
(II, 4 ; 1), elle est continue sur (2ft)n(!D.c), car si x€(2ft)n(3V) con- 
verge vers 0 dans (3>*), sa primitive <p converge vers 0 dans ( ( J) H ) 
(H etant le plus petit intervalle contenant K), et S(4<) converge 
bien vers 0. Alors en choisissant arbitrairement T(<p 0 ), on definit 
une forme lineaire sur (3)) qui est bien continue sur (S> K ) : car si 
«p - - 0 dans (3> K ), x _> 0, done 9 — x ?0 = x 0 dans (2ft)n(3> L ), 
L 6tant la reunion de K et du support de 9 0 , et par suite T(9) -►(). 
La distribution T ainsi form6e est bien une primitive de S, 
puisqu’elle v&ifie (II, 4; 1). 
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La difference T\ — T a entre 2 primitives provient de choix 
different)* de T(<p 0 ) ; on aura 

(II, 4 ; 7) Tj(q>) — T 8 ( 9 > = Cx = f Ctp(x) dx, 

done Tj — T 2 est la fonction constante C. 

Dans la theorie usuelle, pour choisir une primitive particuliere 
d’une fonction, on fixe sa valeur en un point x 0 particulier. Ici rien 
de semblable evidemment. Pour choisir une primitive particulidre 
T, on fixe sa valeur sur une fonction <p 0 € ($) particuliere, n’apparte- 
nant pas a (36). 

Le theoreme I a evidemment un caractere local aussi bien que 
global. Toutefois une distribution de derivee nulle dans unouvert ft 
est egale a une fonction constante dans toute partie connexe de ft, 
mais non necessairement egale a une m6me constante dans ft. Ainsi 
Y (fonction egale k 0 pour x < 0, k 1 pour x > 0) a une derivee 
nulle dans fouvert complementaire de I’origine. 

Corollaire Toute distribution admet une infinite de primi- 
tives p-idmes ; deux d’ entre elles different d'un polynome de degre 
<P — I- 

Primitives d' une mesure Theoreme II Pour qu' une distribu- 
tion ait pour derivee une mesure, it faut et it suffit qu'elle soit une , 
fonction, ,a variation bornee sur tout intervalle fini. 

1° La condition est suffisante. 

Soit / une fonction k variation bornee sur tout intervalle fini. 
Pour <?€ (if 1 ), 

/•+» d» r+» 

(II, 4 8> — / fex) dx = / ^ ?(x) df(x) , 

I'integration par parties etant valable pour des integrates de Stieltjes. 
Cela prouve que la derivee de la fonction / est la mesure ( df ), jus- 
tement definie par cette fonction k variation bornee. Nous voyons 
qu'il est essentiel de ne jamais confondre une fonction a variation 
bornee sur tout intervalle fini, f, avec la mesure (df) qu'elle definit ; 
la mesure est la derivee de la fonction. 

2° La condition est necessaire. 

Soit n une mesure. La fonction /, k variation bornee sur tout 
intervalle fini, definie par f(x) = f dy. (a etant un point sans masse 

J a 
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pour la mesure n) est, d’apfes ce qui precede, une primitive de p ; 
tout autre primitive en differe d’une fonction constante, done est 
elle-mfime une fonction & variation bornee sur tout intervalle fini. 

On peut partieulariser le theoreme et ecrire : 

Pour qu’une distribution ait pour derivee une mesure ^ 0, it faut 
et it suffit qu’elle soit une fonction croissante. 

On demontrerait de m6me : 

Pour qu'une distribution ait une derivee seconde > 0, it faut et il 
suffit qu'elle soit une fonction convexe. 

On peut ainsi caracteriser la difference de 2 fonctions convexes 
comme une distribution dont la derivee seconde est une mesure. 

Nous avonsvu, au debut du chapitre sur la derivation, que si une 
fonction continue / admet une derivee (au sens usuel) g continue, 
la distribution / admet pour derivee la distribution g. La demons- 
tration du theoreme II nous permet de generaliser comme suit : 

Th£or£me III 1° Si une fonction continue fix) admet presque 
partout une derivee ( au sens usuel) g(x), sommable sur tout intervalle 
fini , et si f est Vintegrale indefinie de g, la distribution f a pour deri- 
vee la distribution g. 

2° Si une distribution a pour derivee une fonction tj, elle est elle- 
mime une fonction f absolument continue, integrate indefinie de g ; 
elle admet g(x) comme derivee ( au sens usuel) presque partout, et 
en tout point x ou g est continue. 

Corollaire Une distribution dont toutes les derivees sont des 
mesures est une fonction indefiniment derivable au sens usuel. 

Car si la derivee d’ordre k + 2 est une mesure, la derivee d’ordre 
k est une fonction continue ; les derivees de /, qui sont toutes 
continues, sont alors ses derivees au sens usuel. 

On peut etendre ce theoreme aux distributions dont toutes les 
derivees sont d’ordre < m fixe (corollaire du theoreme XXI du 
chapitre III) et au cas de plusieurs variables (theoreme XIX du 
chapitre VI). 

§ 5 Primitives des distributions. Cas de plusieurs variables 

Theoreme IV Si S x est une distribution donnee sur R", V equa- 
tion, par rapport a la distribution inconnue T, 
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(II, 5; 1) ■— — Si , 

ZX x 

admet une infinite de solutions ; deux d'entre elles different d’une dis- 
tribution arbitraire, « independante de x x ». 

La demonstration est calquee sur celle du theoreme I mais un 
peu plus compliquee. 

Distribution independante de x x Definissons d'abord ce que 
nous entendons par une distribution « independante de x x ». 

Soit h = j h v h 2 , ... h n j un point de R n . 

La translate ta 9 de 9 par h e R" est definie par t A <p(x) — <p(x — h). 
Nous definirons alors la translatee nT d’une distribution T par h par 
la formule 

(II, 5 ; 2) VT.t/,? = T.<p ou t A T( 9 ) = T(t_a 9) . 

Cela revient A dire que dans (3>) et ($')> les deux operations Iin6aires 
9 -*• wp, T -*• t A T, sont contragr6dientes Tune.de l’autre ; 9 -► t_* 9, 
et T -*taT sont transposees Tune de 1’autre. Si T est une fongtion / 
(definie presque partout, sommable sur tout compact), taT est bien 
la translatee usuelle r a/. Nous dirons alors qu’une distribution T 
est independante de x v ou encore qu’elle depend seulement de 
x t , x 3 , ... x n , si elle est invariante par toute translation 

h = j K 0, 0, ... 0 j 

paralieie A l’axe des x x . On a done : 

(II, 5 ; 3) t A T = T, quel que soit h = j h v 0, 0, ... 0 j. 

Si T est une fonction continue /, cela coincide bien avec la notion 
usuelle de fonction independante de x x ; si T est une fonction / som- 
mable sur tout compact, on voit sans peine que / est bien presque 
partout egale a une fonction independante de x v 

L’independance de T par rapport A x x est equivalente A la rela- 

. DT 
tion — “ 0. 

?x x 

Considerons en effet, pour T et 9 fixees, h = | h x , 0, ..., 0 j 
variable, la fonction de h x 

(II, 5 ; 4) +(/ii) = taT.9 = T.9(x -f h). 

Dans la suite, nous supposerons que h x (et h x dh x ) restent dans 
un intervalle ouvert fini Ja, b[. Alors, pour 9 fixee, t _/,9 garde son 
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support dans un compact fixe K de R". Mais <p(x -f- h), consid6r6e 
comme fonction de h r & valeurs dans respace topologique (3)*), est 
continue et mfime indefiniment derivable. On a, la limite etant 
prise dans (2>«) topologique : 


(II, 5; 5) 


lim. 

-*-0 


<f(x + h -f dh) — <p(3 4~ h) 
dh x 


= 7h* x " h) 

= -L 9(x + A). 


Mais comme T est une forme lineaire continue sur (2) K ), l’expres- 
sion \ K/ii) est une fonction numerique indefiniment derivable de h x 
au sens usuel, et Ton aura 


<"- 5:6 > £ri l ™ x+h)] = T -(k* (x+h) ) 

= T .(^ T(l + A ) )=-g.^- A) . 

3X 

Alors, si — est nulle, cette quantity est nulle ; mais comme ce 

dXy 

r6sultat est ind^pendant de l’intervalle fini ]o, b[, 'HhJ, fonction 
numerique continue h d&rivee partout nulle, est constante, et T est 
bien ind6pendante de x v Reciproquement, si T est independante 

aT 

de x v la deriv6e de ^ pour hi — 0 est nulle, ce qui prouve que — est 

DXi 

dT 

nulle. La difference entre deux solutions de(II, 5 ; 1) verifie — = 0, 

Sx i 

done est une distribution arbitraire independante de x v 


Recherche des primitives. On voit sans difficulte que le theoreme 
se demontre comme celui qui est relatif a une variable. Toutefois 

ici le sous-espace vectoriel (56,) des fonctions xi = — n’est plus 

3#! 

un hyperplan, car Xi^st astreinte& verifier une infinite de conditions 
lineaires : 


(II, 5; 7) 



x(*i» X 2 , ... Xn) dti = 0. 


Si <p 0 (x) est la fonction d’une variable definie & la formule 
(II, 4 ; 4), on a la decomposition unique suivante : 


j *^2> •••» Xn) — \{x 2 , X„ . . ., Xn) ?o(Xi) . . ., X n ) 

(n,5 ; 8) ^ ^ ^ _ Xn) = x 2 *„) dtj ; z,e(»0- 
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Toute distribution T solution de (II, 5 ; 1) vErifie done 


(II, 5 ; 8) T(„) = T(x 1<Po ) - S^) = - S^. 

On voitque x t dEcrittoutl’espace (2>)x J( *, * n desfonctions indefi- 

niment derivables k support compact des n — 1 variables X& x ^, . . ., x n . 
Soit K' un compact de 1’espace euclidien k n — 1 dimensions defini 
par les variables x v x z , ..., x n ; si \ convene vers 0 dans 
x l( p 0 converge vers 0 dans (3) K ), ou K = H x K', H etant le sup- 
port de <pq sur la droite r^elle des x v et S 1 (x 1 ) = T(x 1 <p 0 ) doit alors 
converger vers 0; done est une forme lineaire sur (<£>)*.,, x„ ...,x n , 
continue sur chaque (£D K >), done une distribution appartenant k 

Retiproquement si Sj est une distribution quelcon- 

que de ('3> , )r I .x„ on voit aussitot que le dernier membre de 
(II, 5 ; 8) definit T comme une distribution sur R" qui satisfait a 
(II, 5 ; 1) . Nous obtenons, en m6me temps que la solution complete 
du probteme et la demonstration du theoreme IV, l’expression la 
plus generate d’une distribution U independante de x x : 

r +« 


(Test cette formule qui generalise (II, 4 ; 7) pour n > 1. 
Fondions ayant pour une derivee une fondion. 


Theoreme V 1° Si une fondion localement sommable f est 
absolument continue en x x sur presque toutes les paralleles a Vaxe des 
x lt et admet presque partout pour derivee ( au sens usuet) une fondion 

localement sommable ' — ' — g v on a aussi — = g v au sens de la 

LTSXyi DXj 

theorie des distributions ; 


2° Si une fondion f admet pour derivee 


* / 
?>X x 


au sens de la theorie 


des distributions, une fondion g v /( J ) est absolument continue en x 1 
sur toutes les paralleles a Vaxe des x v et admet presque partout pour 

r 3/1 

derivee — 1 au sens usuel la fondion g v Si en particulier f et g x 


sont des fendwns continues dans un ouvert Q, / y admet partout g Y 
comme derivee au sens usuel. 


{*) Comme toujours, apr£s eventuelle modification sur un ensemble de mosurc 
nulle 
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1° On a en effet immediatement : 


(II, 5; 11) 


?X, 


(?) 




^9 ^ 
* x l/' 


tfx 


= / ... /* dx z dx 3 ... dx„ f f(x) ( — ~\dx x 
J J J \ * x i / 

= / ... fdx z dx 3 ...dx n f g^dxy = if... j g x (x) <?(x) dx = g x ( 9 ). 
J J J JJJ 

'Jv- 


Exemple. — Si r = 


on a 


d 1 

ax* r x 


XX£ 

rkT* 


(II, 5; 12) 

pour 0 < x < n — 1 . 

2° Posons 

(II, 5 ; 13) A(x) = f 1 £,(/„ x 2 , .... X/i) iff,. 

Du fait que < 7 t est Iocalement sommable, / t est d 6 finie presque par- 
tout, absolument continue en x x sur presque toutes les paralteles k 
I’axe des x u sommable sur tout compact ; d’autre part, elle admet 
g x comme d 6 rivee au sens usuel presque partout et par consequent, 
d’aprks le 1° ci-dessus d 6 montr 6 , au sens des distributions. On a 
done, au sens des distributions : 


(II, 5 ; 14) 


/ = /1 + s, 


ou 2 X est une distribution independante de x x ; comme f et f x sont des 
fondions, Z x est aussi une fonction. En la modifiant eventuellement 
sur un ensemble de mesure nulle, on la rend effectivement indepen- 
dante de x x au sens usuel, elle devient absolument continue sur 

touteparallele k Ox v et de derivee usuelle partout nulle, c. q. f. d. 

Si alors g x et / sont continues au voisinagedu point a(a v a 2 , ..., a n ), 
alors /, est continue au voisinage de a, done aussi S lf et comme Sj 
est independante de x x , elle admet au voisinage de a une derivee 
raSn 

I — I partout nulle, sans qu’on ait besoin au prealable de la modi- 
fier sur un ensemble de mesure nulle ; d'autre part f x admet pour 

derivee usuelle F -^-1 la fonction g x partout au voisinage de a, done 

L J 

aussi /, c. q. f. d. 
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Remarque 1 Comme est une distribution, il est necessaire de 
supposer que / elle-mSme est une fonction, cela ne rfeulte pas de 

a/ 

ce que — est une fonction. 


Remarque 2 Si une distribution T a pour d6riv6es premieres 
des fonctions, nous verrons qu’elle est elle-m6me une fonction 
(theor^me XV du chapitre VI). 

dT 

Si toutes les denvees — sont des fonctions continues, nous ver- 

oXi 


rons que T est une fonction continue / (th6or£me VII) ; alors / 

D/ 

admetpartoutses d6rivees distributions — comme d6riv6es usuelles, 
.. . <yxi 


et par suite elle est contindment differentiable, au sens usuel. Nous 
perfectionnerons ces r6sultats au § 6 du chapitre VI. 


§ 6 Distributions dont on connait plusieurs derivees 

PARTI ELLES 

TheorEme VI (*) Pour que le systlme de k Equations en T 


(II, 6 ; 1) 


El_ S 

aa* “ ^ 




soit compatible, il faut et il suffit que quels que soient i < k et / 

DSi dS / 


(II, 6; 2) 


9Xt ZXi 


= 0 , 


11 admet alors une infinite de solutions ; la difference entre 2 d'entre 
elles est une distribution arbitraire U independante de x v x v ..., Xk 
( invariante par translation parallde au sous-espace vectoriel des 
x v 11 * * * * * * * X 2 > •••, Xk) dont V expression la plus generate est 

(II, 6; 3) 

U(<p) = S*(Xft), x* = f ...f «f (t lt t 2 , ..., tk, Xk+i , ...» Xn) dt ... dtk , 

k 

2/c dant une distribution quelconque dans Vespace R n— * des variables 

xk+ t, 

Pour k = n, une distribution independante de toutes les variables 
est une fonction constante 

(II, 6; 4) U( ? ) = S„(X„) = C Ct <t v t v ...,t„)dt l ...dt„. 


(1) Ce theortme traite en realite de la difTSrentielle exterieure et de la primi- 
tive exttrieure d’un courant ( theorem e de Poincare generalist). Voir chapitre 
IX, | 3, theortme I et sa demonstration. 



60 


Demonstration Ce th6oreme se demontre par les mfimes 
methodes que le theoremelVet nous neledytailleronspas.Laseule 
nouveauty est relative aux conditions de compatibility (II, 6 ; 2). 

dS ■ j>s ■ 

Ces conditions sont yvid eminent n^cessaires car et — - doivent 


Streegales a 


a«T 

0X;0X/ 


OX; 


Ox, 


. Montrons qu’elles sont suffisantes. Nous r£sol- 


vons d’abord la premiere equation (II, 6 ; l),commeilest indiqu6 au 
paragraphe pr6c6dent. Si est une solution particuli^re, la solu- 
tion generate est donnee par la formule 


(II, 6; 5) T(<p) = T x (<p) -j- ^(Xj), 

2! 6tant une distribution dans l’espace des n — 1 variables x 2 , 
X3, ..., x n . La deuxteme Equation (II, 6 ; 1) s’ecrit alors 


(II, 6 ; 6) 


82(9) = ”('?') + -^r (*i)- 


ox. 


OT, 


Mais la distribution S 2 — -r- 1 est independante de x lt car sa deri- 

VJU i 


v^e partielle en x t est nulle d’apres (II, 6 ; 2) : 


(II, 6; 7) 


*( c _ 

rt 1 

oS 2 


1 

M 

1-4 

H 

n» 


OXi 



*XiJ 

Done il existe une distribution Si,2 sur 1’espace des variables x 2 , 
£3, ...» x n , telle que 

(II, 6 ; 8) S 8 ($.) — I (9) = Si,2(x 1 ), 

OX2 


D o 32 Ti 3 ( 

— S x = — s, 

ox 2 0x x 0x 2 ox 2 \ 


de .sorte que (II, 6 ; 6) s’ecrit 

(II, 6; 9) S = s„, 

ox 8 

C’est une equation dont 1’inconnue est la distribution Sijelle est 
identique & celle qui a yty r&solue au paragraphe pr^cydent (mais a 
une variable de moins). Et ainsi de suite. 

Corollaire Si toutes les derivees d'ordre m d'une distribution 
sont nulles, elleest un pohjndme de degre m — 1. 

(Car les dyrivees d’ordre m — - 1, ayant leurs dyrivees premiyres 
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nulles, sont des constantes. Les ddrivdes d’ordre m — 2 sont alors 
des polynomes du l er degre, etc.). 

Les thdordmes IIetIIIdu§4 peuvent s’etendre et donner des 
propridtds importantes de T lorsque Ton connait des propridtds de 
toutes ses ddrivdes premieres. Mais des modifications importantes 
doivent 6tre apportees aux dnoncds des thdordmes quand on passe 
de n = U n quelconque ; en particular, comme nous l’avons dit 

plus haut, une fonctionpeut a voir toutes ses ddrivees — dgales & des 

fonctions sommables sur tout compact sans que / soit une fonction 
continue ni mdme bornde (exemple : formule (II, 5 ; 12)). 


Distributions dont les derivees sont des fonctions continues 

TheorEme VII Si une distribution T a pour derivees du premier 
aT 

ordre — — des fonctions continues g v g 2 , ...» g n , c’est une fonction con- 

oXi 

tinument differentiable au sens usuel f(z), et les g t sont ses denotes 
usuelles. On a la formule 

(II, 6 ; 10) m-m [ffi(0 *. + + ... + g n ([)dt„], 

V integration ttant faite sur n’importe quel arc rectifiable foignant 
0 ax. 

Reprenons en effet la mdthode d’intdgration du prdcddent thdo- 
rdme. Nous choisirons pour T* la fonction continue f x (x) ddfinie par 
l’intdgrale inddfinie usuelle 


(II, 6 ; II) f x (x) 1 g x (t x , x v ..., x n ) dt x . 


?/i 

Nous avons vu que, dans ces conditions, g 3 — ~ doit dtre une distri- 
bution independante de x x ; montrons que c’est ici une fonction 
continue. Prenons <?(x x , x v ..., x n ) = u(x x ) i^x* x 9 , ..., x„). On a 
alors 

(II, 6; 12) ? 


V 


DX./ 


= J* u(xjdx 1 j'...j* -f A dx 1 dx z ... dx n = Jh(x x )u(x l )dx v 

h(x x ) etant une fonction continue de x x , une fois la fonction v fixde. 
Mais dire que g 2 — es t inddpendante de x x c’est dire que cette 

demidre integrate est proportionnelle b J~ u(x x ) dx x (thdordine I). 
Done h(x x ) est une constante, une fois v fixde. Nous pouvons alors 
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la remplacer par sa valeur pour x x = 0, mais dans ce cas f x est nulle, 
de sorte que 
(II, 6 ; 13) 

\ 9 * = ff'"f V ( X2,X * *n) 9i(P,X 2 ,...,Xn) dx, 

et liquation (II, 6 ; 9) devient, en prenant u = <p 0 , v = 


(II, 6 ; 14) — 1 = S M = $1.(0, x 2 , ..., x n ), 

ax 2 

le second membre 6tant encore une fonction continue des variables 
x 2> ar 3 , •••» Xn- Ainsi de proche en proche nous sommes amends k 
integrer des fonctions continues, et fmalement 

(II, 6; 15) f{x) ~ J** x 2 » ••• , x n )dt x 

+j Q * 9i(°> X 3» .... Xn) dt 2 + ... + J o " 0n( 0,0, .... tn)dt n ^ /( 0). 


Alors d’apres le tMor^me V, 2°, / est continfiment differentiable 
et admet les gi comme derivees usuelles. 

La formule (II, 6 ; 10) est alors immediate car sur toute courbe 
rectifiable, / est 1’integrale indefmie de sa differentielle usuelle. 

II est interessant de remarquer que dans le cas ainsi consider, 
/ et les gi sont des fonctions continues, la formule (II, 6 ; 10) qui 
donne / k partir des gi ne fait pas sortir du cadre des fonctions con- 
tinues ; cependant la condition qui exprime que les gi sont les 


derivees partielles d’une mSme fonction utilise les dis- 


*Ji = *9j 
OX/ 0 Xi 

tributions, car les gi ne sont pas en general derivables au sens 
usuel ( x ). Naturellement, en definitive cette condition se traduit 
en termes de fonctions continues : elle exprime que, quelle que soit 
<p€(2)), on a 




On peut se poser la question suivante : si les derivees 

— = Si sont d’ordre (m ^ 1), c’est-jk-dire €(® m ), T est-elle 
0 Xi 

d’ordre m — 1 ? La r6ponse est evidemment positive dans le cas 
d’une variable (n — 1) (corollaire du theoreme XXI duchapitre III). 
La reponse est au contraire negative dans le cas n > 2, voir 
Ornstein [1\ 

{*) Voir l’6tiide de Gillis [1 ] 



CHAPITRE rn 


Espaces topologiques de distributions 
Structure des distributions 


So m maire Ce chapitre va d’une part 6tudier la convergence des distributions, 
d’autre part 6tudier leur structure locale et globale. II a 6videmment une 
grande importance aussi bien th6orique que pratique; les th6orfemes sont tr6s 
utilisables dans la pratique mdme sans aucune connaissance de leur demons- 
tration, qui la plupart du temps, est du domaine de l’analyse fonctionnelle 
(espaces vectoriels topologiques) ( 1 ). 

Le § 1 deilnit une topologie dans I’espace (3)). 

Le § 2 traite des ensembles born£s dans (3)). Ce sont ces ensembles born£s 
qui vent d£Anir la convergence des distributions. On peut 6ventuelleraent se 
contenter de la definition des ensembles born6s (theoreme IV, p. 69) et passer 
sur tout le reste des §§ 1 et 2. 

Le § 3 definit la convergence des distributions : des distributions Ty con- 
vergent vers 0 si Ty(<p) converge vers 0, uniformement lorsque <p parcourt 
n’importe quel ensemble borne dans (2)). 

Diverses proprietes de 1’espace topologique (3)') sont 6nonc6es ; elles sont 
sans interet pour les applications techniques et n’ontqu’une valeurtheorique. 
A signaler en particular les theoremes XIV (p. 75,reflexivit6 de (3)) et (3)')) 
et XV (p. 75, densite de (3)) dans (3)')). Par centre le critere de convergence 
donn§ au theoreme XVI (p. 76) est indispensable dans toutes les applications 
theoriques et pratiques, et d’ailleurs evident. 

Le § 4 donne une nouvelle definition de la derivation, qui generalise la 

definition usuelle f'[x) = lira ~ ; la deriv6e est la limite d’un 
h+0 h 

quotient differential. On en d6duit quelques consequences faciles. 

Au § 5, on demontre une propriete fondamentale (theoreme XVIII, p. 80), 
la continuite de la derivation, qui permet la derivation terme a terme ou 
sous le signe J' des suites, series, integrales convergentes ; e’est la, avec la 
possibility de deriver indefiniment,ravantage essentiel des distributions. On 
en deduit le principal critere pratique de convergence (theoreme XIX, p. 81). 

Le § 6 etudie la structure locale d’une distribution. Localement, toute 
distribution est une derivee d’une fonction continue (th6oreme XXI, p. 82) ; 
ainsi nous avons introduit le moins possible d’etres mathematiques nouveaux 

( l ) Pour tout ce qui conceme les questions d’espaces vectoriels topologiques, 
consulter Banach [1 ], Bourbaki [5] et [6], Dieudonn 6-Schwartz [1], 
Kothe [3], Mackey [1] et [2], Grothendieck [5]. Edwards [1], Treves [1]. 
Horvath [1], Yosida [1], Schwartz [18] 
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pour que tout© fonction continue devienne ind6finiment derivable. Le th6o- 
rtme XXIII (p. 87), de demonstration delicate, est une reciproque du th6o- 
r6me XIX (p. 81), il est utile dans la th6orie comme dans la pratique. 

Le § 7 etablit la dualite entre l’espace (8) des fonctions indefiniment 
derivables & support quelconque.et I’espace (8') des distributions & support 
compact (th6oreme XXV, p. 89). 

Le th6oreme XXVI (p. 91) donne la structure globale de ces distributions, 
avec une variante dans le th6oreme XXVII (p. 91). Le theoreme XXVIII est 
un theoreme fin, qui sera utilise au § 10. 

Le | 8 etudie la structure globale d’une distribution ; nous n’avons pas 
voulu l’omettre, mais il ne sera pas utilise dans la suite. 

De mSme le § 9 est exclusivement une etude fine du support des distri- 
butions. La demonstration du theoreme XXXIV (p. 99) utilise des methodes 
deiicates. Ce theoreme est quelquefois utile, mais un examen plus serre 
montre en general qu’on peut s’en passer et utiliser des r6sultats moins 
forts et de demonstration plus ei6mentaire ; il doit pouvoir Stre reserve aux 
sp6cialistes. 

Le § 10 donne la structure d’une distribution ayant pour support une 
vari6t6 r6guli6re. Le resultat essentiel est le theoreme XXXV (p. 100) : une 
distribution dont le support est l’origine est somme finie de deriv6es de la 
mesure de Dirac. 

Les techniciens auront interdt 4 passer tr6s rapidement sur ce chapitre (4 
l’expeption du § 5, indispensable). 


§ 1 L’espace topologique (©) 

La topologie des (I'D*) 

Nous avonsintroduit sur (3)*) la topologie dela convergence uni- 
forme pour la fonction 9 et chacune de ses d6riv6es. Un systeme 
fondamental de voisinages de la fonction 0 dans (3) K ) est defini par 
les V(m ; c ; K), m entier > 0, e nombre r6el > 0 : 

Y(m ; e; K) est l’ensemble des fonctions <^€(3)*) dont toutes les 
d6riv6es D p 9 d’ordre \p\ <m (0 < ]p] *= p t + p 2 + ... p„ 
sont bornees en module par e. Un systeme fondamental de semi- 
normes d^finissant cette topologie est constitu6 par les N p : 

N P ( 9 ) = Sup j D p 9 (x) j. 

*CR/* 

C®«) es 4 & base d&iombrable de voisinages, localement convexe 
et complet, c’est done un espace de Frechet. 

Sur (2)^) la topologie, les voisinages de 0, les semi-normes se 
definissentde lamfimemaniere, mais enne faisant intervenir que les 
d6rivees d’ordre m de 9 ; (3)£) est un espace de Banach, pour la 
norme 
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IM!» = Sup |D p 9(x)l. 
*€R n , I p Km 


. La topologie de (2)) 

Nous allons introduire maintenant sur (2)) lui-m6me une topolo- 
gie, qui rendra les m6mes services que le syst6me des topologies sur 
les differents (2)*). 

Soit n = j 0„ = 0, Qj_, ... ft* ... j une suite infinie d’ou- 
verts, 1 \— i c «v, telle que tout compact K de R n soit contenu, & 
partir de v assez grand, dans tous les Oy. Nous pourrions prendre 
par exemple pour Oy la boule | x | < v. j c J d6signant alors une suite 
de nombres > 0 d6croissant et tendant vers 0, j e j = j c 0 , e lt e 2 , . . . , By, . . . j 
et j m J une suite de nombres entiers ^ 0 croissant et tendant vers 
oo, j m | = j m 0 , m v m v ..., m v , ... J, nous appellerons 

v(}*(! I*|; (of) 

l’ensemble des fonctions <p€ (2)) qui, quel que soit v, v&lfient, pour 

a^Oy, 

(III, 1 5 1) !!>%<*) |<«* Si |p|<m v . 


II est clair que, lorsque les suites m j, j « j, j Q j, varient de toutes 
3es mani&res possibles, les V^j/nJ ; «| ; jftj) forment un syst&me 
fondamental de voisinage de 0 dans une topologie sur (2)), compa- 
tible aveo sa structure d’espace vectoriel. 

C’est une topologie localement convexe, a base q on denombrable 
de voisinages (les suites de nombres ne forment pas un ensemble 
denombrable). Si K est un compact fixe de R", cette topologie 
induit sur (2>k) la topologie dej& vue precedemment (mais qui est & 
base denombrable de voisinages). 

On pourra, sans modifier la topologie de (2>), prendre une fois 
pour toutes une m&me suite j n j pourvu que les fly soient compacts ; 
par exemple nous pourrons prendre pour fty la boule J x J < v. C’est 
ce que nous feronsdans la suite, etnousecrirons alors v(|mj; jej) 

sans mentionner joj. 

Un systeme fondamental de semi-normes defmissant la topolo- 
gie de (2)) est constitue par les n(| m j ; j « J) : 

N(i m j ; i .!)(?) = Sup (Sup ' D p q> (x ) '/«,). 

ipKmy 
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Le voisinage de 0, v(j m J ; j t Q, est pr^cisement d 6 fini par 

Th£oreme I L'espace topologique (3)) est complet. 

On voit imm 6 dutement que si des <p/€ (3)) forment une suite ou un 
filtre de Cauchy sur (3)) topologique, les 9 / convergent uniformement 
vers une limite 9 ind§finiment derivable, et que les D p 9/ convergent 
uniform&ment vers D p 9 , quel que soit p. On voit ensuite que 9 est k 
support compact [done e(2))] rear, quelle que soit la suite jej, on 
a, pour i et 7 assez grands : 

(III, 1 ; 2) | 9 ;(x) — 9i(x) } < e v pour | x | > v , 
done aussi, pour 7 assez grand : 

(III, 1 ; 3) ! ?(x) -7 9/(*> |< *v pour |x|>v; 

et comme 9 / est k support compact, on a, quelle que soit la suite 
| « J, pour v assez grand, 

(III, 1 ; 4) !<p(z)|^c v pour |x|>v; 

or si 9 n’etait pas k support compact, ilexisterait une suite de points 
XveR", |Xv! ^ v, pour lesquels 9 (xv)^ 0 , et la formule (III, 1 ; 4) 
serait fausseavecla suite j e I d€finie par ^ = -i- 1 9 (x v ) | . Enfin il est 
imm^diat que les 9 / convergent vers 9 dansX r i>) topologique. 

Rapports entre les topologies des (2) K ) et la topologie de (3)). 

On a la relation suivante entre les topologies des et celle 
de (3)) : 

Thf.oreme II (D) est la a limite inductive stride » des(‘. 0 K )( 1 ) : pour 
qu’un ensemble convexe de (<$) soit un voisinage de 0, il jaut et il suf- 
fit qu il coupe chaque (® K ), K compact de R", suivant un voisinage 
de 0 pour la topologie de (3> K ). L’espace (CD) est bornologique et tonnele. 

Theoreme III Pour qu'une application lineaire de (3)) dans 
un espace vectoriel topologique localement convexe F (en particular 
pour qu'une forme lineaire sur (3))) soit continue, il jaut et il suffit 
que sa restriction d chaque (3)*) soit continue, pour la topologie de ( 3 ) K ). 


(*) Pour les limites inductives, consulter les ouvrages indiques dans la note 1 
page 63 
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Corollai re Les formes lineaires continues sur (2>) sont les 
distributions defa difinies. (2)') est le dual topologique de (3)). 

Le th6or£me III est une consequence triviale du th6or&me II : pour 
qu’une application lineaire de (2>) dans F soit continue, il faut et il 
suffit qtie Timage r6ciproque d’un voisinage convexe de 0 dans F 
soit un voisinage de 0 dans (2)) ; cette image etant convexe, il faut 
et il sufFrt, d’apr&s le theoreme II, que son intersection avec tout 
(2>k) soit un voisinage de 0 ; done que la restriction de 1’application 
k tout (2> k ) soit continue. D’autre part la fin du theor&me II re- 
sult? du debut : une limite inductive stride de Frechets est bor- 
nologique et tonnelee (*). 

Demontrons maintenant le d6but du th6oreme II. Il est evident 
que tout V(j/nj ; jej) decoupe sur(2V) un voisinage ae 0 de la 
topologie (2> k ). Reciproquement soit W un ensemble convexe cou- 
pant chaque(2' K ) suivant un voisinage de 0 de la topologie (2> K ). 
Pour tout entier v 0, il existe un entier m v 0, et un nombre 
T) V > 0 , tels que toute fonction 96 (‘S') , vdifiant | D p <r(x) | % 

pour j p I < /n v et ayant son support dans le compact | x ) v + 2, 
appartienne k W. Nous pouvons toujours choisir la suite jmj crois- 
sante, la suite j^jj decroissante. 

Choisissons une fois pour toutes une suite de fonctions 

a v 6 (2)), «v >0, 2 « v = 1, 

V 

a v ayant son support dans le compact v <1 | x | < v -f- 2. Pour <pe (:F) 
on peut ecrire : 

9 = 2^h(2 V+1 «v9), 

de sorte que, grace a la convexity de W, 9 appartiendra k W si 
chaque fonction 2 V+1 « V 9 appartient a W. D’apr£s la formule de 
Leibnitz, D p (« V 9) est une combinaison lineaire finie de d£rivees 
d’ordre ^Ipi de « v et de 9 ; la suite « v 6tant choisie, et compte 
tenu de ce que seules interviennent les valeursde9 pour l x\ v-f-2, 
on voit qu’il existe une constante /r v telle que 

« 1 D p 9(x) 1 pour jxl^v et 

entraine 1 2 V+1 D p (<x v ?) ! pour j p ) ^/n v . 


{*) Voir Bourbaki [6], fascicule XVIII, chapitre III, § 1, n° 2,corolIaire 2 de 
la proposition 2; et Bourbaki [5] 


V 
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Si done on choisit la suite j e j de f a^on que /r v «v ^ pour tout v, 
alors 9eV(| m j ; j e j) entraine 2 V+1 a V f€ W done <peW ; on voit 
done bien que W est un voisinage de 0 de (3)), c. q. f. d. 

Remarquons que la topologie de (3>) induit sur (3) K ) la topologie 
initiale de (3\), ce qui se produit toujours pour les limites induc- 
tives de ee type ( 1 ). Quant au fait que (3>) soit complet, nous l’avons 
d6montr6 directement (theor^me I) ; e’est aussi une consequence 
du theoreme de Kothe ( a ). 

Tout ce que nous venons de dire pour (3)) peut s’etendre a (S'”*) ; 
il suflit de remplacer la suite } m j par des entiers tous 6gaux & m. 

Remarquons, pour terminer ce paragraphe, que, dans un espace 
tel que (3)) k base non denombrable d’entourages, les theor^mes de 
categories de Baire sont en defaut : (3) K ) est un sous-espace vecto- 
riel ferme non dense de (3)), or (3)) est la reunion d’une infinite 
denombrable de (3\). 

§ 2 Les ensembles bornes dans (2)) 

Topologie d'un dual II est habituel de rendre egalement topo- 
logique le dual d’un espace vectoriel topologique. 

Si (E) est un espace de Banach (espace vectoriel norme complet), 
on definit la norme |[ L || d’une forme lineaire continue L par 

(HI, 2; 1) "Li< = Max ! L(e) I 

lkll<i 

Le dual (E') de (E) est alors lui aussi un espace de Banach. 

Ici, un tel procede n’a pas de sens, (3)) n’6tant pas norm6. Ce sont 
les ensembles bornes qui, dans un espace vectoriel topologique, 
remplaceront les boules || e || 1 des espaces de Banach. 

On appelle ensemble borne B, dans un espace vectoriel topolo- 
gique, un ensemble qu’on peut faire rentrer dans tout voisinage de 
O donn6 par une homothetie de centre O et de rapport assez petit. 
Dans un espace de Banach, une boule est un ensemble born6 ; 
reciproquement si, dans un espace vectoriel localement convexe, il 
existe un voisinage de O bom6, e’est un espace normable (il existe 
une norme definissant la topologie de l’espace). Toute suite conver- 
gente est bom6e. 

{*) Dieudonne-Schwajitz [1], proposition 2, page 68 

{*) Kothe [2] 
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Ensembles bornes dans (2)) Soit K un compact de R" ; soit 
1 (Ml = { Mo, M„ ...» Mm, ... j 

une suite croissante de nombres > 0. Nous appellerons B (|m{ ; K) 
I’ensemble de toutes les fonctions 96 ( 2 )*), v 6 rifiant 
(HI, 2; 2) | D p 9 I < pour !pl<m. 

Theoreme IV Pour qu’un ensemble soil borne dans ( r J>) lopoto- 
gique, il faul el il suffit qu’il soit contenu dans un B (j M j ; K) conve- 
nable. Anlrement dil, il faul el il suffit que les fonctions 9 de cet en- 
semble aient leurs supports contenus dans un compact fixe de R", et 
qu'elles soient bornees dans leur ensemble, ainsi que chacune de leurs 
derivies. 

La condition est evidemment suffisante, montrons qu’elle est 
necessaire. Si les 9 de l’ensemble B n’avaient pas leurs supports 
contenus dans un compact fixe, il existerait une suite de points x v de 
R", | x v ! v, et une suite de fonctions <? v € B telles que ? v (xv) 0. 
Alors, si la suite jm j est quelconque et si j e j est la suite l?v(Zv)/ v |i 
aucune homothetie, de quelque rapport qu’elle soit, ne ferait rentrer 
B dans V(j m j ; j e j). B ne serait pas born£. 

Done Be (3V), K compact convenable. Alors B ne peut par 
homothetie rentrer dans le voisinage V(m; e ; K) de (3)*) que si pour 
96 B les | D p 9 J restent bornes pour ( p J ^ m ; done fmalement pour 
tout indice p. C. Q. F. D. 

Si Ton veut 6 viter la consideration de la topologie de (3)) on 
prendra ce theoreme comme definition des ensemble born 6 s de (3)). 

T heoreme V Toute forme lineaire sur (3)), bornee sur toule par- 
lie bornee de (3>), est continue. 

Sa restriction k (3\), espace de Fr 6 chet, est en effet bornee sur 
loute partie born 6 e de (3V) done continue, alors elle est continue 
sur (3)) d’apres le theoreme III. Cela resuite aussi de ce que (3)), 
liinite inductive d’espaces bornologiques (*), est bornologique. 

Theoreme VI Pour qu'un ensemble soit bornt dans (3)), il 
faut et il suffit que toute distribution resle bornee sur cet ensemble. 

Introduisons sur (3>) la topologie affaiblie o(3), 3)*) ; le theo- 
reme VI revient & dire que toute partie faiblement bornee de (3) 
est bornee, propriete vraie dans tout espace vectoriel topologique 
localement convexe s 6 par£ (theoreme de Mackey) ( 2 ). 

I 1 ) Voir Bolrbaki [5], th£or6me 3, page 11 

( 2 ) Mackey [2], page 524, theor&me 7, et Bourbaki [6], tome II, corollairo 
du theoreme 2, page 70 
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Ensembles bornts et ensembles compacts 

Theoreme VII II y a identite dans (3)) mire ensembles homes 
et ensembles relativement compacts : (2)) est un espace de Monlel. 

Dans tout espace vectoriel topologique E, un ensemble compact 
est bomi ; en efFet ses intersections avec les homothitiques d’un 
voisinage ouvert V de Forigine forment un recouvrement ouvert du 
compact, done il existe un sous-recouvrement fini et par suite un 
homothetique de V qui contient le compact. La riciproque qui 
est particuliire k Fespace (3)) tient au theoreme d’Ascoli. Des fonc- 
tions bornies et k dirivees d’ordre 1 bornies forment un ensemble 
relativement compact dans Fespace vectoriel topologique 3)" ; 
done un ensemble borni dans Fespace (3)”) des fonctions m fois 
continOment difFirentiables est relativement compact dans (SVj* -1 ). 
Par suite un ensemble borni dans (if)) est relativement compact 
dans (3)). On voit que (3)) est un espace de Montel (analogue aux 
espaces de fonctions holomorphes) (*). 

II y a done identity dans (3)) (contrairement a ce qui a lieu dans 
un espace de Banach de dimension infinie), entre ensembles faible- 
ment et fortement compacts (car un ensemble faiblement compact 
est faiblement bomi, done fortement bomi, et d’apres le thio- 
rime VII, fortement compact). Sur un compact ou un ensemble borne 
de (3)), topologies forte et faible sont identiques et identiques a toute 
topologie separee plus faible qu'elles [comme le sera la topologie 
induite par (3)')] . 

D’ailleurs la distinction entre topologies forte el faible n'a d’ impor- 
tance que pour des filtres : une suite faiblement convergente dans (3 s ) 
est borage, et par suite fortement convergente. Pour la mime raison, 
une suite de Cauchy faible est bornie, est done une suite de Cauchy 
forte, et comme (3)) est fortement complet elle est fortement conver- 
gente. On peut inoncer cela en termes plus concrets : 

Si une suite de fonctions 9 /e (3?) est telle que, pour toute distribution 
T, les T( 9 /) aient une limile L(T), il existe une fondion <?e(3)) telle 
que L(T) = T( 9 ), et les 9 / convergent vers 9 fodement, dans (3)), en 
gardant leurs suppods dans un compact fixe de R”. 

Mime thior&me en remplagant une suite par un filtre ayant une 
base de filtre bornee ou dinombrable. Une fonction 96 ( 3 )) qui 

(*} Bourbaki [ 6 J, fascicule XVII I chap. IV, § 3, n° 4, page 89 



ESP ACES TOPOLOGIQUES DE DISTRIBUTIONS 


71 


depend contintiment d'uh nombre fmi de parametres r6els x v , au 
sens de la topologie faible de (S'), en depend aussi continument au 
sens de la topologie forte de (2)). 

Les propriStes demontrees dans les § 1 et 2 se transportent imme- 
diatement dans les espaces (2V") de fonctions m fois continument 
differentiables ; cependant le theor^me VII est faux, ainsi que ses 
consequences. 

§ 3 L’eSPACE TOPOLOG1QUE ('D') DES DISTRIBUTIONS 

Convergence dans (2)') Nous sommes en mesure maintenant 
de d6finir convenablement la topologie de l’espace vectoriel (2)') des 
distributions ; la definition est valable pour le dual de tout espace 
vectoriel topologique. 

Nous dirons que des T/e(2)') convergent vers 0 dans (2)'), si les 
nombres T/(«p) convergent vers 0 f quelle que soit <p€ (2)), et uniform £- 
ment pour lout ensemble borne B de fonctions <p de (S'). 

Si B est un ensemble born6 dans (2>), et T une distribution, T(<p) 
est borne pour <pe B, et par suite on peut poser 

(III, 3 ; 1) T(B) = Sup )T(«p) (. 

<p€B 

Alors des T/€ (13)') convergeront vers 0 si les T/(?) convergent versO 
uniform6ment pour «?€ B, done si, quel que soit B, les T/(B) 
convergent vers 0. 

Nous defmissons ainsi sur (2)') une topologie (qui, remar- 
quons-le encore, ne necessite pas la connaissance de la topologie 
de (2)), mais seulement de ses ensembles born6s) ayant pour sys- 
teme fondamental de semi-normes les N B ; N„(T) = T(B). Un 
sysUme fondamental de voisinages de 0 dans cette topologie est 
form6 par les V(B ; e) (B = ensemble born6 dans (2)) ; e r6el > 0) : 

V(B ; c) est l’ensemble des T e (2)') verifiant T(B) e, ou I T(<?) e 
pourcpeB. (2>') est un espace vectoriel localement convexe, & base 
non denombrable de voisinages. 

ProprUtes de la topologie Theoreme VIII Le dual topolo- 
gique ($') est complet. 

C’est l’extension a (2') d’une propriety classique des espaces de 
Banach, vraie egalement pour tous les espaces vectoriels bornolo- 
giques. 

Demonstration immediate: si des T/ forment un filtre de Cau- 
chy, les T ; (cp) convergent pour toute *e (2)) vers une limite T(?) ; T 



72 


est une, forme lineaire bornee sur toute partie bornde de (2)), done 
une distribution (th£or£me V), et les T / convergent fortement vers 
T dans (2)'). 

On peut defmir dans (2 V ), exactement comme dans (2)), les 
ensembles bornes. On voit alors qu’un ensemble borne de distribu- 
tions est un ensemble de distributions qui prennent, sur tout 
ensemble born6 de (3>), des valeurs bornees. 

Nous admettrons sans demonstration les theoremes suivants : 


Th£oreme IX Pour qu’un ensemble B' de (2)') soil borne, il esl : 

a) nicessaire qu’il existe un voisinage V de 0 dans (2)) lei que I T(<p) | 
soil borne pour ?eV, Te B' ; 

b) suffisantque, pour loute <p€ (££>), | T(® y soil borne pour TeB' (la 
borne dependant evidemment de 9). 

a) resulte de ce que (2)), Iimite inductive d’espaces de Frechet, 
est tonnete ; alors toute partie bom£e de (2)') est £quicontinue (*) ; 

b) signifie, si l’on introduit sur (2 V ) la topologie faible c(2)', 2)), 
que toute partie faiblement born£e de (2V) est fortement born6e ; 
cela resulte de ce que (2)) est complet ( 2 ). 

Ce th6or£me montre que si des distributions prennent des valeurs 
bornees sur toute 96(2)), elles prennent des valeurs bornees sur un 
voisinage convenable V de 0 dans (2)). 


Th£oreme X Pour que des 9/6 (2)) convergent vers 0 dans (3>), il 
faut et il suffit que les T(9,) convergent vers 0, quelle que soit T€(3)'), 
el uniformement par rapport a tout ensemble borne B' de distribu- 
tions T. 


On peut encore dire : soit B' un ensemble born£ de (2)') ; posons 
*(B') — Su^ 1 T(*) 1 ; des 9/ convergent vers 0 dans (2)) si, quel que 


soit l’ensemble bom6 B' f les 9/(B') convergent vers 0. Ainsi la topo- 
logie de (2)) peut £tre d6fmie & partir des ensembles bom6s de (2)') 
de la m6me manure que la topologie de (3)') & partir des ensembles 
bom£s de (2)). 

Le theor£me X resulte imm£diatement du theor£me IX. Si 9 
converge vers 0 uniformement sur toute partie bornee B' de (2)'), 


. I 1 ) Voir Bourbaki [6], fascicule XVIII, th6orfeme 2, page 27 
(*) Voir Bourbaki [6], fascicule XVIII , corollaire 1 du th6or6me 1, page 22 
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9 converge vers 0 dans (2)) ; car le polaire V° d’un voisinage V de 0 
convexe equilibr6 ferm6 dans (3>) est une partie bornee de (2V), et 
d£s que <? (V°) est majore par 1, 9 est dans V. Reciproquement, si 9 
converge vers 0 dans (2)), alors, pour e donne > 0, si B' est une par- 
tie bornee de (3)')* il existe d’apr£s le theor£me IX a ) un voisinage 
V de 0 dans (!£) tel que 9(B') s pour 96 V, done 9(B') converge 
vers 0.- 

La propri6t6 que nous venons de demontrer est vraie pour tout 
espace tonnel6 ( l ), car elle exprime simplement que les parties for- 
tement bomees de ( 2 )') sont 6quicontinues. 

On voit qu’on peut condenser les r^sultats des theoremes IX et 
X et la definition de la convergence dans (2)') en disant ceci : 

Theorems XI Si Te(2V) et 96 (2)) restent tous deux homes 
(T dans (jj)') et 9 dans (2'», I T(q>)! reste borne; si un seul des deux 
(T ou 9) reste borne et que Vautre converge fortement vers 0, T(<p) 
converge vers 0. 

Xous 6noncerons cette propriety en disant que la forme bilin&aire 
T(t) de Te ('!’'), 9€(2'), est hypocontinue ( 2 ). 

Mais T(^) est une forme bilineaire discontinue de 1* ensemble des 
2 variables T et 9 ; si T et 9 convergent tous deux vers 0, T(9) ne 
converge pas n6cessairement vers 0. II n’en serait sftrement ainsi 
que dans le cas de suites convergentes, car une suite convergente 
est bornee. D’autre part, dans le cas des topologies faibles, voici tout 
ce que Ton peut dire : 

1° Si l’un des deux (T ou 9) est fixe, et que Fautre converge 
faiblement vers 0, T(9> converge vers 0. 

2° Dans le cas de suites convergentes (ou de filtres convergents 
ayant une base de filtre bornee ou denombrable), on pourra dire la 
mdme chose en topologie faible qu’en topologie forte, une suite 
faiblement convergente etant aussi fortement convergente, dans (2>) 
(page 70) comme dans (2)') (page 74). 

Chaque 96(2)) definit sur (3)') une forme lin6aire continue 

(HI, 3; 2) L(T) = T( 9 ). 


( l ) Bourbaki [6], fascicule XVIII , scholie. chap. IV, § 3, n° 2, page 87 
(*) Voir Bourbaki [6 L fascicule XVIII, chap. Ill, $ 4, pages 38-44. Nous 
disons, pour abreger, < hypocontinue », au lieu de « hypocontinue par rapport a 
toutes les parties borne es » 
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Done (3>) est un sous-espace vectoriel du dual (3)") de (3)'), 
appele aussi bidual de (2)) ;le theoreme X montrequesi onintroduit 
sur (3)*) la lopologie forte de dual topologique de (3 V ), (3)") induit 
sur (3)) la topologie initiate de (3)). 

Ensembles homes et ensembles compacts dans (3)') ; reflexivitc 
Theoreme XII II y a identite , dans (3V), entre ensembles bornes et 
ensembles relativement compacts : (UY) est un espace de Montel. 

D’une fagon generate, le dual d’un espace de Montel est un espace 
de Montel. Le theoreme VII joint au fait que (CP) est tonnele entraine 
le theoreme XII I 1 ). 

Voici la demonstration. Soit B' un ensemble borne de (3)'). Un 
ultrafiltre sur B' converge siniplement sur (3)) vers une limite, qui 
est une forme lin£aire sur (£P) ; comme B' est equicontinue (theo- 
reme IX a)), cette forme lineaire est continue, e’est une distribu- 
tion T. En outre cet ultrafiltre converge uniformement sur toute 
partie compacte de (3)), done, d’apr^s le theoreme VII, sur n’im- 
porte quel ensemble borne de (CP) ; d’apres la definition de la con- 
vergence dans (3>')» l’ultra-filtre converge alors fortement vers T et 
B' est bien relativement compact. 

II resulte de ce theoreme que, comme dans (CP), il y a dans (3)') 
identite entre ensembles faiblement et fortement compacts. 

, Sur une partie bornee de (3)'), topologies faible et forte sont iden- 
tiques. Une suite faiblement convergente ou une suite de Cauchy 
faible est fortement convergente. 

En termes plus concrets : 

Theoreme XIII Si une suite de distributions T / est telle que, 
pour toute «?€ (3)), les T/(q>) aient une limite T(q>), T est une distribu- 
tion, et les T / convergent fortement vers T. 

II en est de mSme pour un filtre ayant une base de filtre bornee 
ou denombrable. 

Une distribution T qui est fonction faiblement continue d’un 
nombre fmi de parametres r6els x v , est fonction fortement continue 
de ces parametres. 

Remarque Le fait que, dans le theoreme XIII, T soit une dis- 
tribution, resulterait aussi du theoreme de Banach-Steinhaus ( 2 ), 

(*) Voir Bourbaki [6J, fascicule XVIII , proposition 7, page 90 

( a ) Voir Bourbaki [6], fascicule XVIII, theoreme 1, page 88 
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applicable puisque (3>) est tonnele. Nous l’avons deduit ici du 
theoreme XII. 

Theoreme XIV (2)) et (2)') sont reflexifs ; chacun est le dual 
fort de V autre. 

Un theoreme de Banach exprime qu’un espace de Banach est 
reflexif si sa boule ferm6e est faiblement compacte. Une generali- 
sation, due k MM. Mackey et Arens, dit qu’un espace vectoriel topo- 
logique, localement convexe, oil les ensembles bom6s sont relati- 
vement faiblement compacts, est semi-r£flexif ; et un espace semi- 
reflexif et tonnele est reflexif ( l ). 

Le th6or£me XIV est done une consequence des theor^mes VII 
et X. II est inexact pour les espaces (2) m ) et (2) m ), et en particular 
pour l’espace (C) des fonctions continues a support compact et 
l’espace (6') des mesures. 

Un theoreme d' approximation Theoreme XV L’espace vec- 
toriel (2)), considere comme sous-espace vectoriel de (2)'), est dense dans 
<2V) 

Cela revient a dire que toute distribution est limite de fonctions 
indefiniment derivables k supports compacts. Cela r^sulte immedia- 
tement de la reflexivite de (2)). Une forme lineaire continue sur (3)') 
est defmie par une fonction 96 (2)). Si elle est orthogonale k tous les 
elements du sous-espace (2)) de (2)') form 6 des fonctions indefini- 
ment derivables k supports compacts /, e’est-^-dire si elle verifie 

//*••• / f(xM*) dx = 0 

pour route /e [%>), cue est uiaimesteineui nulle ; et cela entraine bien 
que (2)) soit un sous-espace dense de (2)'). 

Nous verrons au chapitre du produit de convolution un procede 
de « regularisation » permettant de trouver une suite de fonctions 
indefiniment derivables convergeant vers une distribution donn6e 
(Chapitre VI, § 4, theoreme XI). 

On voit de m6me que les combinaisons lineaires finies de masses 
ponctuelles forment un sous-espace vectoriel dense de (2)'). 

1 

Un entire de convergence. — La definition de la convergence dans 
(2)') n’est compliquee qu’en apparence ; dans la pratique, la verifi- 
cation est generalement facile. II est cependant utile de posseder des 
criteres simples de convergence. Voici le plus simple, d’ou decou- 
leront tous les autres : 

{’) Bourbaki [6], fascicule XVIII , theoreme 1, page 88 
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Theoreme XVI Si des fondions f, convergent vers 0 dans res- 
pace des fondions sommables sur le compact K, quel que soit K 
(en particulier si les fjsont des fondions continues convergeant unifor- 
mement vers 0 sur lout compact ), les distributions fj convergent vers 0 
dans (2)'). 

Soit en effet B un ensemble borne de (3)). Les fonctions <pe B ont 
leurs supports contenus dans un compact fixe K de R”, et y sont 
borages dans leur ensemble par un nombre M > 0. 


(HI, 3 ; 3) 


7 (B) = Sup | /,-(?)! = Sup j//; ...ff.{x)^x)dx ! 

) <p€B <pf B 

1 


Les / ; (B) convergent done bien vers 0. 

Plus g6n6ralement si les / ; - convergent faiblement vers 0 dans LJ., 
et y sont borages, elles sont born^es dans (2)') et y convergent fai- 
blement, done fortement, vers 0. 

En utilisant la m6me m6thode que dans la demonstration du 
th6or£me IV du chapitre I (utilisation d’une partition de l’unit6), on 
peut voir que, si des distributions convergent vers une distribution 
limite au voisinage de tout point de R” elles convergent vers une 
distribution limite dans R” : 


La convergence esl une propride locale. 

En particulier : le support de la limite des distributions T, est 
contenu dans l’adh6rence de la reunion de leurs supports. Des 
distributions dont les supports s’&oignent ind^finiment dans R n , 
e’est-^-dire qui, dans tout ouvert relativement compact de R”, 
finissent par 6tre nulles, convergent vers 0 dans (2)'). 

Tous les th6or&mes precedents sont aussi vrais pour le dual (2) m ) 
de (2) m ), sauf XII, XIII, XIV, XV. 


Remarques Si des distributions T/ convergent vers une 
limite T : 

1° Si les T, sont des mesures ^ 0, il en est de m£me de T ; car 
T /(?) ^ 0, entraine T(*) 0 ; 

2 ° Si les T/ sont des mesures {i/,de no rmes ...j’\dnj\ majorees, 
pour tout ouvert ft d’adherence compacte dans R n , par un nombre 
> 0 fixe, il en est de m6me pour T; car 1 T ,•(<?) ! <l/c(Max | <p 1) entraine 
1 T(<p) | <J/r(Max ( 9 1). Il en est encore ainsi si l’on remplace « mesures » 
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par fonctions eL p sur tout fl(l < p oo), de normes borages dans 
h p sur tout n par un nombre > 0 fixe, car 

I T/( 9 ) 1<* I 1 9 IU !>' = pKp “ 1)] 

entraine \ T(?) ! <Jr|| 9 |i L //. Cette remarque est evidemmentend6faut 
pour respace (C) des fonctions continues ou I’espace L l des fonc- 
tions sommables, qui ne sont pas des duals d’espaces de Banach. 


§ 4 Definition topologique de la derivation 

Denotes premitres En utilisant la topologie dans (2)'), nous 
pouvons maintenant donner une definition plus naturelle de la 
deriv6e. Pour une fonction /, on a, au sens usuel : 

(HI, 4; 1) 

3/ j. /(Xj X 2 , ..., Xk — 1, 2-A hkt Xn ) J(X j, X 2 , . . ■ , X/f, X«) 

__ _ ^ m j- 

Posons h = j 0, 0 0, hk, 0, ... 0 j ( h est le point dont la 

Jc-teme coordonn6e est hk, les autres 6tant nulles), et utilisons la 
notion de translate de / (voir page 55). 

(Ill, 4 ; 2) p- = lim 

ZXk h k -+o hk 


Theoreme XVII Si T est une distribution quelconque f on a 


(HI, 4; 3) 


— = lim ?=jT-T 

3X/f A*-*0 hk 


Nous devons d6montrer que 
(III, 4; 4) — 


f— aT - 

hk 


converge vers 0 quand hk 0. 

(Ill, 4; 5) S(a a j(9) =T(i|/ ( a a )), avec *(**) = ~ — • 


On voit imm6diatement que, pour hk -*■ 0, 4 »(a a > converge unifor- 
mement vers 0 ainsi que chacune de ses dferivees, done converge 
vers 0 dans (3)), pour 9 fix6e. T 6tant une forme lineaire continue, 
T(4 '(a a .)X c’est-A-dire S ^(9), converge vers 0 quand hk tend vers 0 . 
S(a a ) converge done vers 0 dans (2)'), faiblement, done aussi forte- 
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ment d’apres le theor^me XIII. (La convergence forte se demon- 
trerait d’ailleurs sans difficult^ directement.) 


Derivees d'ordre quelconque II est facile de generaliser le theo- 
r6me XVII en introduisant Ies differences successives de T. 
Posons, tou jours avec h — j 0, 0, ... hk, .... 0 j, 

(III, 4; 6) Aa a T = t_,«T — T. 

La difference p*-ieme par rapport k Xk sera, pour des accroissements 
tous 6gaux k hk : 

(“I. 4 ■■ 7) 4QT - A^-'T) = - C^_ ( , 4 _, )4 T 

+ C^-^T + ...+(- 1/-T. 

On peut, par exemple, considerer des accroissements distincts 
appliques a des variables distinctes x v x t , x n ; si p = j p l% p 2 p n j, 

si h est un systeme d’accroissements h = j h lt h 2 , h n j (hk pour 
la variable Xk) on d^finit 

(III, 4; 8) 

et I’on aura, comme on le voit aisement : 


(HI. 4; 9) 


DPT = 


lim 
h-+ o 


i a n 


lim 

h-+Q 


ALT 


h p 


Toute ddrivee D p s’exprime ainsi comme limite de differences, sans 
qu’il soit necessaire de passer par les d6riv6es intemiediaires 
D f T, ?<p. 

Des formules telles que (III, 4 ; 9) (pour p = 2) ont jou6 un rdle 
historique important, dans I’etude des series trigonometriques par 
Riemann. Un celebre th6oreme de Schwarz dit que, si une function 
continue f(x) d’une variable ( n = 1) verifie, pour tout x, 


(HI. 4; 10) 


lim /(* + /Q +/(*-- /Q - 2 /(x) = 

k-fO h 2 


f(x) est une fonction lineaire. 

Des egalites analogues k (III, 4 ; 9) ne nous permettent pas de le 
demontrer. Car le premier membre de (III, 4 ; 10) converge force- 
ment, dans (3)'), vers la derivee seconde /". Mais des fonctions 
peuvent converger en tout point vers 0 sans converger vers 0 dans 
Pespace (3)') des distributions, de sorte que nous ne pouvons pas 
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affirmer que f* soit nulle et que par consequent / soit une fonction 
li neaire. Ainsi des considerations eiementaires sur les distributions 
ne donnent pas des r£sultats aussi fins que le th£or£me de Schwarz, 
qui est d’ailleurs particular a l’expression sp£ciale consid£r£e, et lie 
essentielletnent a la convexite et au principe du maximum comme 
sa generalisation aux fonctions sous-harmoniques. 

Mais par contre on obtient des resultats bien plus g6n6raux : 


1° D’apres le theoreme XVI, si des fonctions born£es sur tout 
compact convergent presque partout vers 0, elles convergent vers 
0 dans (2)'). 


A p f 

Done si, pour une fonction de plusieurs variables, — converge 

h p 

presque partout vers 0 quand h -*• 0 et reste born£ pour h assez 
petit, independamment de x, sur tout compact, alors D p f — 0; et si 
n — 1 (cas d’une variable), / est un polynome de degr6 p — 1. 

2° Si une suite de fonctions continues sur R" converge partout 
vers 0, elles sont born6es dans leur ensemble au voisinage de tout 
point d’un ouvert partout dense de R". Done si f(x) est continue 
£jf 

et si - converge partout vers 0 , D p f est nulle sur un ouvert par- 
h p 

tout dense, et a pour support un ensemble ferm6 non dense. Dans 
le cas d’une variable ( n — 1), dans chaque intervalle contigu A cet 
ensemble ferme, / est un polyndme de degre < p — 1 (qui peut 
varier suivant I’intcrvalle). Naturellement on doit ici comprendre le 
resultat D p / = 0 au sens de la theorie des distributions ; / n’a peut- 
ctre pas de derivee usuelle. 


Fonctions monotones D’autre part il y a des cas ou les diffi- 
cultes signalees page 78, dues a la difference entre convergence en 
tout point et convergence dans (£0'), ne se presentent pas. Ainsi un 
theoreme classique de M. S. Bernstein (*) dit qu’une fonction d’une 

variable, « complctement monotone » dans un intervalle ] a, b { , y est 

/ \ . 

analytique. II faut commencer par demontrer qu’une telle fonction 
((x) est indefiniment derivable (au sens usuel) a d^rivees ^ 0. Or 
c’e.st mainteuant evident. Car si f(x ) est completement monotone, 
on a, quel que soit /i, A^///? p ^ 0. Comme la limite dans (2)') de 


( l ) S. Bernstein [1], pages 196-197 
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mesures 0 est une mesure 0, on voit, en faisant tendre h vers 
0, que toutes les derivees de / sont des mesures ^ 0. Alors / est 
bien indefiniment derivable au sens usuel (corollaire du theoreme III 
du chapitre II). Le theoreme est encore vrai pour plusieurs va- 
riables. D’une fa^on generate, beaucoup de travaux sur les rapports 
entre « quotients differentiels » et derivees peuvent etre notable- 
ment simplifies et mieux interpretes par la theorie des distribu- 
tions ( 1 ). 


Remarque Les formules de la page 56 peuvent s’interpreter 
d’une autre mantere. T etant fixee, 1’application h x^T est une 
fonction vectorielle de h, c’est-^-dire des n variables h lt h 2 , 
k valeurs dans l’espace des distributions (2)'). Cette fonction est 
indefiniment derivable, et Ton a 


(III, 4; 11) 


r a 
Jh k 


(taT)! 

jh = o 


aT 
a** * 


a 

zh k 


(t A T) = — -- (t*T). 

^Xk 


§ 5 La derivation, operation lineaire continue 


Continuite de la dirivation Theoreme XVIII La deriva- 
tion des distributions est une operation lineaire continue ; c'est meme 
an homomorphisme 

aT 

L’op6ration lineaire T -► — dans (2)') est la transposes de I’ope- 
ration lineaire continue ? -*■ — , homomorphisme dans (2)). 

axj 

Soit B un ensemble borne dans (2)). Lorsque <? parcourt B, — - 
parcourt un certain ensemble borne B'. Alors la formule 


(<p) = T 


‘V axj 

aT 

— (B) = T(B') : si des T, convergent vers 0 dans (2)') 

^3/ j 


montre que — (B) 


aT - aT - 

les T/(B '), done les — - (B), convergent vers 0 ; par suite les — - 
3Xj ax x 

convergent vers 0 dans (2)') : la derivation est une operation lineaire 

continue. 


( x ) Choquet [1 ]; Dieudonn6 [3]; Popoviciu [1 ]; Boas [1 ]; Whitney [2], 
pour ne citer que ceux-la 
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Reverions maintenant a ce que nous avons dit au theor^me IV du 
chapitre II sur 1’ integration. A chaque distribution S nous pouvons 
d’une fa$on particuli^refaire co^espondre une distribution T = I X (S) 

11 1 c 

telle que — = 5. 

2X x 

En choisissant la distribution nulle (page 57), on obtient pour 
{’application S Ii(S), une operation lineaire continue. Ainsi nous 

avons trouve al’operation — — au moins une operation «reciproque* 

dXi 

/ a \ 

& droite, I* i — I X (S) = S continue , ce qui prouve bien que cette 
\zx 1 ) 

operation — est un homomorphisme. 

Le theoreme XVIII est fondamental. II « tehabilite » la derivation 
comrae une operation simple de 1’ analyse : operation toujours 
possible et continue. II fournit un critere des plus facile pour mon- 
trer qu’il y a convergence dans (£D # ) : si on a pu montrer que des 

? T 

distributions T, convergent vers 0, les - — - convergent aussi vers 0. 

II est classique que des fonctions / ; - peuvent converger uniform6- 
ment vers 0 sans que leurs derivees — possedent la m6me pro- 
priete ; cela tient a ce qu’on considere une topologie inadequate & 
1' utilisation de la derivee ; les — convergent vers 0 dans (3)'). 

aXj 

Naturellement les derivations d’ordre plus eleve sont aussi des ope- 
rations. lineaires continues. 

Critere de convergence Le theoreme XVI peut alors se gen6- 
raliser de la fa^on suivante et donner le principal critere de conver- 
gence dans (3)') a utiliser dans la pratique : 

Theoreme XIX . Si des fonctions fj convergent vers 0 dans 
Vespace des fonctions sommables sur le compact K, quel que soit K 
(en particular si les fj sont des fonctions continues convergeant uni- 
formtment vers 0, sur tout compact ), alors, quel que soit le symbole 
compose de derivation 

D = ^ a p D p , a p = constantes complexes, 

p 

les D fj convergent vers 0 dans ('2D). 
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Ces theoremes s’appliqueront notamment aux sommes et produits 
infinis convergents dans I’espace (2)') des distributions. 

Rappelons qu’une somme infinie ^ T, est convergente si les 

/ 

sommes partielles finies convergent suivant I’ordonne filtrant des 

V = eo 

parties finies de I’ ensemble des indices (*) ; une serie S T v est con- 

V == 1 

vergente si les sommes S m = V T v ont une limite ; si la serie ST V 

v-^m v 

est commutativement convergente (convergente quel que soit I’ordre 
des termes), elle peut Stre remplacee par la somme convergente 
2 T v et possede les principals proprietes d’une somme finie. 

V 

Une somme oil serie convergente dans (2)') peut etre derivee terme 
a terme sans precaution speciale. 

Cela rendra de nombreux services dans I’analyse harmonique 
(transformations de Fourier et Laplace). 

§ 6 Structure locale d’une distribution 

Distributions et derivees des fonctions continues Theoreme XX 
, Si T est une distribution, K un compact, it existe un nombre 
entier ^ 0 m, tel que, si des q>/€ ($ K ) convergent uniformement vers 0 
ainsi que leurs derivees d'ordre m, les T(f.) convergent vers 0. 

En efTet, T definit une forme lineaire continue sur (2) K ), espace 
vectoriel dont nous avons vu la topologie(§ 1). II existe done, quel 
que soit e > 0, un voisinage de 0 dans (® K ), V(/n, rj ; K), tel que 
<p€ V (m, rj ; K) entraine J T(<p) j ^ t. Alors, quel que soit k ^ 0, 
?€ V(/n, k-n ; K) entraine ( T(«p) | ^ ke, ce qui d6montre le theoreme. 

Theoreme XXI Une distribution T sur R" est egale, dans tout 
ouoert o. de R rt d' adherence £1 compacte, a une derivee d'une fondion 
continue, dont le support peut etre choisi dans un voisinage arbitraire 
de IT. 

Appliquons en efTet ce qui precede a K 11 existe m et yj tels 
que, pour [’ensemble d’inegalites 


(*) Voir Bol'rbaki [4], ehapitre III, § 4 : 
t Q ue l q ue soit le voisinage V de O dans ('£'), il existe une partie finie J de 
1 ensemble des indices telle que, pour toute partie finie Kd J de cet ensemble, 

f T ~2 T f) "it dans V 
V /e* / 
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(III, 6 ; 1 ) [D^K* pour lpl<m, 

entraine | T(9) ) <1 c. 

Mais, pour toute fonction 0 € ( 3 ) Q ), on a, quel que soit i, 

(III, 6; 2) 

/ ** 30 

— - ti, Xi+ 1, ...» Xn)dti. 

oo 

Alors, si l est un nombre > 1 depassant la plus grande dimension 
de fi, toutes les inegalit6s (III, 6 ; 1 ) sont entrain^es par l’unique 
inegalite 

|D m <p| I y*”? 1 

\dx, = \zx?ox? ... ax! 


(Ill, 6 ; 3 ) 




elle-meme consequence de 


b"*+»<p! 


dx < >,/r\ 


On voit qu’il est suffisant, pour que les T(q>.) convergent vers 0 , 

y n + 1 tp; 

pour des fonctions 9/6 ( 3 > s ), que les fonctions convergent 

vers 0 , considers comme elements de l’espace de Banach = L* 

des fonctions sommables sur £2. 

Posons 


(III, 6 ; 5 ) 


+ = 


-v"»+ 1 

a 9 


ax 


/»+* ’ 


La correspondance entre et 9 est biunivoque ; 9 determine <\> par 
derivation et 4> determine 9 par des integrations successives telles 
que (III, 6 ; 2 ). La forme lineaire T(9) est done une forme lineaire 
L(<*>). L’espace vectoriel (A) des <!> pour lesquelles L(^) est definie 
est un sous-espace vectoriel de L* qui est distinct de l’espace entier, 
car : 

1° 4* est inde liniment derivable dans R n ; 

-j/n + J 

2° <J> est de la forme — — , 9 ayant elle aussi son support dans ft. 
ax m+1 

La forme lineaire L(«f») est alors continue sur (A) muni de la 
topologie induite par L*. Done, d’apres le theoreme de Hahn* 
Banach, elle est prolongeable, d’nrie infinite de manieres, en une 
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forme lin6aire continue sur L^, definie par une fonction /, mesu- 
rable et bomee sur ft : 

(III, 6; 6) L (i) = j'f ... fj^dx. 

On a alors, pour <?€ (2) Q ) et a fortiori pour (3> Q ) : 

(III, 6 ; 7) T(,) = W) = / . 

ce qui exprime que, dans I’ouvert ft, 

(III, 6 ; 8) T = ( — 1)1"'+*' ?—I . 

dx m+l 

f n’est Svidemment pas determine d’une manure unique, car on 
peut lui ajouter n’importe quelle fonction g v6rifiant dans ft liqua- 
tion aux d6riv6es partielles 

,m+l_ 

(III, 6; 9) = 0. 


Consid6rons maintenant la fonction 


(III, 6 ; 10) F(x lf x * ... Xn) 

— C f* (** f(t 1 » •••» tn ) dt x ... din. 

*/ —ao */ — oo J —oo 


C’est une fonction continue sur R n k support g6n6ralement non 
compact. 

D’autre part, comme nous l’avons vu au theor£me V du cha- 
pitre II, on a, au sens des distributions : 


(HI, 6 ; II) 


— - 3 W F 
ax axj ax 8 ... DXn 


On a alors, dans I’ouvert ft de R", 


(III, 6 ; 12) T = ( — i)(»+i)» 3 —. 2F 

DX W + 2 

Si maintenant U est un voisinage quelconque de ft, on peut, en 
multipliant F par une fonction «e(!i)u) 6gale k 1 sur ft, remplacer, 
dans (III, 6 ; 12), F par G = aF, ce qui demontre le theor^me. 

Le theoreme XXI est tres important. Nous avons introduit les 
distributions pour pouvoir deriver les fonctions continues. Nous 
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voyons que nous n’avons rien introduit de trop, puisque, au point 
de vue local, toute distribution est d£riv£e d’une fonction continue. 

Ce th£or£me prouve en particulier, en utilisant la notion d’ordre 
d’une distribution introduite au chapitre I, § 2, page 25, que :sur 
tout ouvert ft de R n d'adherence compacted toute distribution difinie 
sur R" est d’ordre fini. 

La demonstration du th£or£me XXI se simplifie d’ailleurs dans 
le cas d’une variable (n = 1). On peut faire intervenir C c au lieu de 
Ly, et obtenir plus rapidement : 

Corollaire Sur un ouvert d’ adherence compade ft de R 1 , une 
distribution T est d’ordre fini m. Alors die est dans ft dirivie d’ordre 
m d'une mesure ; sa denote d’ordre k est d’ordre ^m k m k 
si m > 0), ses primitives d’ordre + 2 sont des fondions conti- 
nues. Une distribution dont toutes les derivees sont d’ordre ^ m fixe 
est une fondion indefiniment derivable au sens usuel 

Ensembles bornts de distributions Reprenons le th£or£me XXI, 
en consid£rant, non plus une distribution T, mais un ensemble B' 
de distributions, borne dans ( 6 i)'). Alors, d’apr£s le th£or£me IX, il 
existe un mime voisinage de 0, V(m ; e ; ft), dans (2) Q ), sur lequel les 
formes Te B' sont born£es dans leur ensemble par »j, 

Les formes lineaires L(4») correspondantes, d£finies pour (A), 
sont born£es dans leur ensemble ; on voit que, quelle que soit 
*e(A), T € B'. 

(Ill, 6; 13) /| + lrfx< V'"" 

entraine [ L(<J>) ^ e ; done 

el°* n 

(III, 6; 14) • |L(+)J< 8+k*. 

■n * 

Mais, d’apres le theor£me de Hahn-Banach, toute forme lin£aire 
continue sur le sous-espace vectoriel (A) de L‘ peut £tre prolong£e 
en une forme lineaire continue sur l’espace entier L* et de mime 
norme. 

On peut done choisir une fonction /€ L*,representant la forme L, 
telle que 
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Si alors on passe de / a F, on voit que les fonctions continues F, 
associees aux distributions T, sont bonnes dans leur ensemble sur 
R B . On peut done enoncer, la reciproque etant evidente : 

Theoreme XXII Pour qu'un ensemble B' de distribution soit 
borne dans (3)'), il faut et il suffit que , quel que soit Vouvert Clrelative- 
ment compact de R”, il existe un indice p tel que les Te B' s'expriment 
toutes dans ft comme derivees D p de fonctions continues bornees dans 
leur ensemble. 

Suites conuergentes de distributions Et maintenant au lieu de 
considerer un ensemble borne B\ on considerera une suite T y conver- 
geant vers 0 dans (3)')- 

Alors la suite des T sera born^e de sorte que 1’on a 

(III, 6 ; 16) T, = (- ~ /, 

dX 

et les fj seront bornees. 

Ici, il y a intent a remplacer l’espace V K par l’espace de Hilbert 
L* ; L-(4-), continue sur (A) muni de la topologie induite par L*, Test 
a fortiori sur (A) muni de la topologie induite par L*. Le theoreme 
de Hahn-Banach est d’ailleurs inutile, car pour prolonger L, 
continue sur (A), en une forme lin^aire L continue sur L* ; il suffit 
de prolonger L par continuity sur 1’adherence (A) de (A) dans L* et 
de prendre L nulle sur le sous-espace vectoriel de L* perpendiculaire 
& (A). Les f ■ seront alors, non plus des fonctions € L* bornyes, mais 
des fonctions € L* , de normes bornees dans leur ensemble. 

Mais il y a plus. Pour tp fixe e (A), 

(III, 6 ; 17) lim L^) = lim T^) = 0. 

/ / 

La convergence des L-(+) vers 0 subsiste pour <J* fixe dans l’adhe- 
rence(A) de (A) dans L* , puisque les normes des h- sont bornyes • 
dans leur ensemble ; et aussi pour ^ quelconque e L* , puisque 
Ly(4») = L^e), 6 etant la projection orthogonale de + sur la va- 
riyty (A). 

Les f-e L* possedent alors les proprietes suivantes : 

1° les J/.J sont bornees dans L* ; 

2° les ff •■■J' fftdx convergent versO quelle que soit <Ji€ L*. Mais, 
pour x fixe. 
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(in, 6; ,8) F,.(x)=/;* fi 

K x (0e L* etant la fonction egale a 1 pour / x, fe ft, et a 0 ailleurs. 
Done les F f -(x) convergent en tout point vers 0 ; et comme Ies 
sont bornees dans L* et que tes I <*(0 forment un compact de L*, la 
convergence est uniforme pour reR". 

On peut done enoncer : 

Theorems X X II T (Reciproque du theoreme XIX) 

Si des distributions T, forment une suite convergeant vers 0 dans 
(■jV), alors, quel que soil I'ouvert ft relalivement compact de R", it 
existe un indite p tel que les T ; s'expriment dans ft comme derivees 
D p de fonctions continues formant une suite convergeant uniforme - 
ment vers 0 dans R n . 

II en serait de meme dans le cas d’un filtre a base born6e ou 
denombrable, mais non evidemment d’un filtre quelconque. 

En‘ particular, une distribution Te($'), dependant continfiment 
d’un nombre fmi de parametres reels x v , est egale, lorsquex parcourt 
un ouvert ft relativement compact de R n et que les x v restent bor- 
nes, a une derivee I)£F(x;> v ) d’une fonction F continue dexet des x v . 

Les theordmes XXI, XXTI, XXIII, seront red£montres au cha- 
pitre VI (XXII, XXIII). 

§ 7 Distributions a support compact 

Definition de T(<p) lorsque 9 a un support quelconque Soit T 
une distribution dont Ie support est un compact K 0 . Soit alors 9 une 
fonction indefmiment derivable a support quelconque ; si a est une 
fonction €(!£)» egale a 1 sur un voisinage compact de K 0 , il est bien 
evident que T(a<p) depend de 9 mais non de a ; car si a et {J sont 
deux fonctions e (:^), egales a 1 sur un voisinage compact de K 0 , 

(III, 7 ; 1 ) T(a ? ) — T(pq>) = T l(« — p) 9! = 0 , 

car (a — (1)9 a son support dans Ie complementaire de K 0 . 

La forme lineaire T(ap) coincide avec T(9) si 9 est a support 
compact ; nous l’appellerons T(<?) quel que soit le support de 9. 
Ainsi desormais, si T est a support compact, T(9) est defini quand 
9 est indefir.iment derivable a support quelconque ;T(9) ne depend 
que des valeurs de 9 au voisinage de K 0 . 
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En particular on peut prendre ?(x) ~ 1 ; T(l) s’appelle inte- 
grate de T et se notera souvent JJ ... f T. Si T est une mesure n 
ou une fonction / (& support compact) on aura 

(HI, 7; 2) 

If -j' d * ou JT.../T^jf...fl(xyi x . 

Nous remarquerons que si T est une d6riv6e d’une distribution k 
support compact, son integrate est nulle : 

(III, 7 ; 3) T(l) = D p S (1) = (— 1) ,p S (D p l) = 0. 

Th£oreme XXIV Si T est une distribution a support compact 
K 0 , it existe un nombre 0, m, tel que , si des <p ; a supports quel- 
conques convergent uniformement vers 0 ainsi que leurs derivees 
d'ordre m, sur un voisinage de K 0 , les T(q>y) convergent vers 0. 

En effet, moyennant les hypotheses, les a<p. convergent unifor- 
mement vers 0 ainsi que leurs derivees d’ordre <; m , et ont leur 
support contenu dans un compact fixe, de sorte que, d’apr£sleth6o- 
r£me XX, les T(a<jy) = T(9 ; ) convergent vers 0 si m est choisi assez 
grand. Ce tlteoreme exprime que toute distribution k support 
compact est d’ordre fmi, et pr£cisement d’ordre 6gal au plus petit 
nombre m possible intervenant dans ce tlteoreme. 

Espaces (8), (8') Soit (8) 1’espace vectoriel des fonctions 9 
indefmiment derivables sur R n (a support quelconque) ; on peut le 
munir d’une topologie en disant que des <p- convergent vers 0 dans 
(■$) s * elles convergent uniformement vers 0 sur tout compact, ainsi 
que chacune de leurs derivees. Un syst^me fondamental de voisi- 
nages de 0 dans (8) est donne par les V (K ; m ; e) (K compact, 
m entier 0, e > 0). 96 V (K ; m ; e) si, sur le compact K, toutes les 
d6riv6es de 9 d’ordre < m (D p <?, 'p! ^ m) sont born^es en module 
par e. Un systeme de semi-normes definissant cette topologie est 
form6 par les N (K ; m) : N (K; m ) (9) = Sup [ D p <?(:r) |. (8) est loca- 

*f K 
|pf 

lement convexe, complet, a base dSnombrable de voisinages : c’est 
un espace de FrSchet. Un ensemble borne dans (8) est un ensemble 
de fonctions 9 telles que, sur tout compact K,et pour tout indice p, 
les | D p 9 I soient bomSes. 

II est clair que la distribution T, k support compact K 6 , defmit 
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une forme lineaire continue sur (8), c’est-A-dire an Element du dual 
(8') de (8). 

R6ciproquement, soit L(?) une forme lineaire continue sur (g). 
Comme (2)) est un sous-espace vectoriel de (8), elle d6finit une 
forme lineaire L(<?) sur (SO). Mais si <p- converge vers 0 dans (S0 K ), 
elle converge aussi vers 0 dans (8), done Lfy) converge vers 0 : L est 
une forme lineaire continue sur (SO), il existe une distribution Te (SO 7 ) 
telle que, pour <pe (SO), 

(HI, 7; 4) L( 9 ) = T (9). 

T est a support compact K 0 ; sans quoi on pourrait trouver une 
suite de fonctions <p v € (SO) telles que 

$ 9v(z) = 0 pour [xj< v, 

( T(tpv) - 1 ; 

e’est impossible car les <? v convergeraient vers 0 dans (8) (leurs 
supports s'eloignant indefmiment), done les L(<?v) = T(<p v ) devraient 
converger vers 0. 

(!$) est dense dans ($) ; quelle que soit 9 e(8), on peut trouver des 
9,e(8) convergeant vers 9 dans (8) et 6gales & 9 sur un voisinage 
compact de K 0 ; alors L(<p/) tend vers L(<p), mais T (? ■•) = T(9), done 
on a (III, 7 ; 4) pour 9 quelconque e(8). Ainsi : 

Dualite entre (8) ei (8') Theoreme XXV Vespace des dis- 
tributions a support compact est identique au dual (8') de (8). 

On peut naturellement construire sur (8‘) la topologie du dual de 
(8) ; elle est evidemment distincte de la topologie induite par ($') 
sur (8') et plus fine qu’elle : (8') est complet, muni de la topologie 
du dual, alors que muni de la topologie induite par (2)') il est 
dense dans (3)'). Sauf mention expresse du contraire,(8') sera tou- 
jours muni de la topologie du dual, d^finie par les ensembles 
bornes de (8). 

On demontre sans peine, pour (8) et (8'), des theoremes analogues 
a ceux qui ont ete demontres pour (2)) et (3)'). On montre en parti- 
culier que (8) et (S') sont reflexifs, chacun est le dual de l’autre ; ce 
sont des espaces de Montel bornologiques (et tonneles). 

Soit B' un ensemble borne de (8') ; d’apr&s un th6or6me analogue 
au theoreme IX a, il existe un voisinage de 0, V (m ; K ; e), dans 
(8), sur lequel toutes les distributions TeB' sont major6es par 1 
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(ceci exprime simplement le fait que (£), etant un espace de Frechet, 
est tonnele, done que toute partie bornee de (£') est equicontinue). 
Alors toute TeB' est nulle dans 1’ouvertCK (car si le support de 9 
est dans Gk, k< p est dans V (m ; K ; e) quel que soit k) ; son support 
est done dans K. Si nous appelons (£ K ) le sous-espace de (£') 
forme des distributions ayant leur support dans le compact K de 
R", (£') est la reunion des ({.') et toute partie bornee de (O') est 
contenue dans un (£ K ) ; un ensemble borne de (<•') est un ensemble 
born6 de (!$') contenu dans un (g K ). 11 en est de m6me de toute 
suite convergente et de tout filtre convergent a base bornee ou 
denombrable. 

Enfin (£') a la topologie limite inductive des (£ K ). Car (g') et 
cette limite inductive ont les nidmes parties bornees, les parties 
bornees des (£') (*) ; la topologie limite inductive etant la topolo- 
gie localement convexe la plus line induisant les topologies des 
(£^), est a priori plus fine que celle de (g') ; mais (£'), etant bor- 
nologique comme dual d’un espace de Frechet reflexif ( 2 ), a la 
topologie localement convexe la plus line compatible avec ses 
parties bornees, done la topologie de (/'.') est plus fine que la 
topologie limite inductive, et ces deux topologies sont bien iden- 
tiques. 

On peut naturellement etendre le procede utilise au debut de ce 
paragraphe. Pour une distribution T et une fonction 9 indeliniment 
derivable quelconques, on pourra tou jours definir T(?) si le support 
de T et le support de 9 se coupent suivant un compact K 0 . On 
appellera a une fonction e (‘^) egale a 1 sur un voisinage compact de 
K 0 , et on posera T( 9 ) =-- T(c* 9 ). Le deuxieme membre est ind^pen- 
dant de a ; en elTet si a et p sont 2 functions e(CD), egales a 1 sur un 
voisinage compact de K 0 , on a (III, 7 ; 1), car le support de (a — {*>9 
est contenu dans le support de 9, mais aussi dans le support de 
* — Pqui est exterieur a K 0 , done il est exterieur au support de T. 

Structure d’une distribution a support compact Nous allons 
maintenant donner quelques theoremes sur la structure d’une dis- 
tribution & support compact, considcree globalement dans I’espace 
R" entier. 


(*) Bourbaki [6], fascicule XVIII, proposition 6, page 8 
{*) Grotiiendieck f 4 ], thtiorSme 7, page 73 
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Theorems XXVI Toute distribution T a support compact K® 
peut etre, d’une infinite de manieres, representee , dans tout Vespace 
H", par la somme d’un nombre fini de derivees de fondions continues , 
ayant leurs supports dans un voisinage arbitraire U de K^,. 

En effet, d’apres le theoreme XXI, si a est un voisinage de 
dont l’adherence "a est compacte et eontenue dans U, T est 6 gale 
dans a a une derivde D P G d’une fonction continue & support 
dans U. 

On a done, si 9 a son support dans a : 

(III, 7; 5) T<„) = (— //.../ GD'tdx. 

Soit «(x) une fonction e (3)), egale h 1 sur un voisinage de et 
dont le support soit contenu dans a. Pour 96 ( 8 ) quelconque, on a 

(III, 7 ; 6 ) T(?) = T(«t) = (— 1 )' pl Jf - f GD^.,) dx. 

D’apres la formule de Leibniz, D p (* 9 ) est une combinaison 
lineaire de la forme 

(111, 7; 7) D^«9 = 2 CJD^aDV 

i<p 

de sorte que 

(III, 7 ; 8 ) T(,) - (- I)''" J JJ ••• / (C*GD P— 9 a) D*, dx , 

0U " 

(III, 7; 9) T — 2 D ? [(— l) ,?+pl CJGDP-^a] = 2 D?G ? » 

1<:P 1<P 

et les fonctions G(x)D p— ' 1 a(x) ont bien leurs supports contenus 
dans U. 

11 resulte de la demonstration utilis^e que, pour un ensemble de 
distributions borne dans (8) ou pour une suite de distributions 
convergeant. vers 0 dans ( 8 '), on peut faire en sorte que p soit fixe, 
et que les fonctions G ? soient bom^es ou convergent uniformement 
vers 0 . 

Theoreme XXVII Toute distribution d’ordre <1 m a support 
compact K 0 est somme finie de derivees d’ordre <1 m de mesures, dont 
les supports peuvent etre pris dans un voisinage arbitraire U de K 0 ; et 
reciproquement. 



92 


La r6ciproque est evidente ; demontrons le theoreme. Rappelons 
d’autre part que T est une distribution d’ordre <1 m si elle appar- 
tient k ($'”*) ; il suffit pour cela qu’elle soit d’ordre ^mau voisi- 
nage de tout point de K 0 . Soit V un ouvert contenant K<„ V cU, 
A chaque fonction <?e(S) faisons corresponds le syst&me des N m 
fonctions continues sur V : <J> P = D p <p, \p\^.m. Ce systeme j J est 

d6termin6 par 9 et r^ciproquement determine 9 sur V, car 9 = 

Le systeme j j associ6 k 96 (8) n’est pas n’importe quel systeme de 
N m fonctions continues sur V ; il parcourt, lorsque 9 parcourt (8), 
un sous-espace vectoriel (A) de l’espace r N « des systemes de N m 
fonctions continues sur V. r N « est le produit de N m espaces iso- 
raorphes k l’espace r des fonctions continues sur V. On voit alors 
que, si T est d’ocdre ^ /n,T(9) est une forme lineaire L(j^ p j) de j<J» p j> 
pour | <|» p | € (A) c r"«. Introduisons dans r la topologie de la con- 
vergence uniforme sur V, et sur r” m la topologie produit ; un sys- 
t£me de N m fonctions continues sur V convergera vers 0 si toutes 
ces fonctions convergent uniform6ment vers 0 sur le compact V. 
D’autre part si le systeme j^ p j associe a 9 converge vers 0 dans I’ Nm , 
T(9) converge vers 0 ; L(j <J^ P j) est done une forme lineaire continue 
sur (A). D’apres le theoreme de Hahn-Banach, elle peut &tre pro- 
long6e en une forme lineaire continue sur UV Une forme lineaire 
continue sur I’ est une mesure n a support c V c U ; une forme 
lineaire continue sur r" m est un systeme de N m telles mesures n p . 
On a 

(HI. 7 ; 10 ) T<„) = L(j j) = 2 v-p^r) = 2 MW *) , 

P P 

ou 

(III, 7 ; 11) T = £<— 1 )^«D%. 

p 

On pourrait essayer d’ameliorer les theoremes XXVI et XXVII 
de deux manieres : 

1 ° En rempla^ant « une somme fmie de derivees... » par « une 
dfcrivee d’une fonction (ou d’une mesure) *. On peut le faire mais 
alors cette fonction ou cette mesure ne pourrait pas en general 
avoir un support compact, ce qui lui dterait tout inter£t. Par 
exemple, pour n = 1, la distribution 8 4- 5 ' est a support compact, 

d p 

on ne peut pas la repr6senter comme — n, n ayant un support 
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compact. Car n, qui doit fttre un polynome de degr6 p — 1 en 
dehors de 0, ne peut 6tre a support compact que si elle est nulle en 
dehors de 0, auquel cas elle est proportionnelle A 8 ; or on ne peut 
d p 

pas avoir k — s = 8 - 4 - s'. 
dx p 

2 ° En remplagant « dont les supports sont contenus dans un 
voisinage arbitraire de K 0 * par « dont les supports sont contenus 
dans K 0 ». On peut montrer qu’une telle extension est impossible, 
si K 0 est quelconque. Mais, si K<, est un compact assez regulier, on 
peut montrer que, si T est d’ordre m et de support c Kq, elle est 
somme de derivees d’ordre m' de mesures de supports contenus 
dans K 0 , m' m dependant de la nature de K 0 , non de T (Voir 
theoreme XXXIV). 

Theoreme XXVIII Si une distribution T d’ordre a un 
support compact K©, T(?) est nul toutes les fois que (8) a toules ses 
(Urivees d’ordre m nulles sur Kq. 

Ge theoreme est interessant parce qu’il fait intervenir les valeurs 
de <p et de ses d6riv6es, non plus sur un voisinage arbitraire de K 0 , 
mais sur K 0 seulement. 

Nous allons montrer que <? est 6gale,sur des voisinages de K 0 , k 
des fonctions <J >d, qui convergent vers 0 ainsi que leurs derivees 
d’ordre m, uniformement dans R n , lorsque d tend vers 0. 

Appelons V<* I’ensemble des points dont la distance k K<, est d. 
Toutes les d6riv6es d’ordre m de 9 sont nulles sur K 0 ; done, quel 
que soit tj > 0, elles sont toutes vj en module sur V* si d est un 
nombre assez faible. Consid6rons maintenant, en un point x de Vd, 
une ddrivee d’ordre < m ; elle peut fitre obtenue par integrations 
successives de ses differentielles, sur un chemin rectiligneallantd’un 
point x 0 de K 0 , k x ; on a en effet, puisque les derives d’ordre m 
de 9 sont nulles sur Kq : 

(III, 7 ; 12 ) D p ,(x) = f ',T DM 0 1 + ••■ + — DM') 1 dt n 

J * 0 u>«i -I idtn 

pour | p | < m. 

Et choisissant x 0 de fagon que sa distance k x soit d, on alors, 
successivement pour | p | = m — l,m — 2 , .... 

(Ill, 7 ; 13 ) 

pour XgVrf. 
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Si a est une fonction €(2>), egale k 1 dans un voisinage de K 0 , 
on a, quelle que soit <pe8, T(<p) = T(a<p). Nous determinerons a 
de la fa?on suivante. 

Soit d’abord $ d {x) une fonction continue comprise entre 0 et 1, 
egale k 1 sur Vj/*, k 0 en dehors de V**/*. Nous allons la regularise^ 
en utilisant des fonctions p(x) definies au theoreme I du chapitre I. 
Posons 


(III, 7 ; 14) a d — p djt ; 

* d est bien € (2)), comprise entre 0 et 1 ; elle est egale a 1 sur V<j/ 4 , 
k 0 en dehors 3e V<*. 

Majorons les derivees successives de * d : 


(HI, 7; 15) 


D"*, = 3* D p Pd/t 

d’oil 


I I <//'••• / P*V dx 



Finalement, comme j p ! il existe une constante universelle 
Cm telle que 


(III, 7; 16) 

Si alors on pose <\> d — <x rf <p, on peut majorer les derivees succes- 
sives de <J/ d , en utilisant la formule de Leibniz. 


(Ill, 7 ; 17) D\ = J C* (D"-* «„) D*<p , 

ou, pour |p|<m, compte tenu de (III, 7 ; 13 et 16), 

(III, 7 ; 18) ID^I^C Sup — ! — y ) d m ~' pl , 

q P q * 

C dependant seulement de M. 

On a, quel que soit d, T(<p) = T(a rf q>) = T(<|/ rf ) ; mais si d, et par 
consequent tj, tend vers 0, toutes les derivees de <J>d d’ordre m 
convergent uniformement vers 0 d’apres(III, 7 : 18), done, d’apres 
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]e theoreme XXIV, T(4»<i) converge vers 0 avec d ; cela prouve alors 
bien que T(?) = 0. 

Par contre, il faut bien remarquer que m£me si des <?. convergent 
uniformSment vers 0 sur ainsi que chacune de leurs derivees, 
cela n’entraine nullement que les T(q> ; ) convergent vers 0 ; il faut 
pour cela que les <p ; convergent vers 0 ainsi que leurs d 6 riv 6 es sur 
un voisinage de K„ (Voir theoreme XXXIV). 


Exemple Consid 6 rons la distribution T dSfinie par la formula 
suivante, sur R*(n = 1) : 

(III, 7; 19) T( t )= lim f ( 2 ?(-')')— m,>(0)— (logm)*'^) 1 - 

l \v-^m \ v / / -» 


Son support K est compact : il est forme des points 1/v (v = 1,2 ...) 
et de leur limite 0 . 

Si 9 est nulle sur K, on a aussi 9 ' (0) = 0 et T( 9 ) = 0. Par contre, 
d^finissons une fonction 9 y € ($) telle que 


(III, 7; 20) 9 /(*) = 


-L pour x>I, 
-)Vj J 


0 


pour - 


1 


/ + r 


Pour / -+• oo , | 9 /| < —j= converge uniformement vers 0; toutes ses 

v; 

derives sont nulles sur K. Cependant 


(III, 7; 21) T(9/) = i = ✓/- -*-«>. 

vi 


§ 8 Structure globale d’une distribution 

Dans un ouvert ii d’adherence non compacte, en particulier dans 
R", une distribution n’est pas en general une d 6 riv 6 e d’une fonc- 
tion 

/ d v \ 

exemple : T = Y — (S(, v )), la suite des x* tendant vers + °o J. 

V v dx* ) 

Theoreme XXIX Si j J est un recouvrcment, par des ou- 
verls O v de R n , du support F d’une distribution T, on peut decom- 
poser T en une somme infinie convergente, et localemenl finie, 
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(III, 8 ; 1) T = V T v , 

V 

T v ay ant son support dans V intersection fl v nF. 

Si en effet on ajoute & jn v j le eomplementaire Ci 0 de F, on a un 
recouvrement de R n . Soit alors j« v j une partition de l’unite (theo- 
r6me II du chapitre I) subordonnee. Posons 

(III, 8 ; 2) T v (<p) = T(« v? ). 

Bien 6videmment T 0 (<p) = Tfo?) = 0- T v est une distribution dont 
le support F v est contenu dans l’intersection £2 V 0 F. Comme 

' ' , 2 ® v (- r ) = * * 

V 

la somme infinie 2 T v (les supports des T v s'eloignent indefiniment 

V 

pour v - 1 - oo ), est convergente et T = 2 Tv. 

V 

Sauf dans le cas ou tout point de F est contenu dans un seul des 
ouverts ft v , il y a une infinite de decompositions (III, 8 ; 1). 

Theoreme XXX Toule distribution T peut etre decomposee 
en une somme infinie convergente, 

(III, 8; 3) T = 2 WG i> 

/ 

de derivees de fondions continues dont les supports sont compacts, 
s'eloignent indefiniment, et sont conienus dans un voisinage arbi- 
traire U du support F de T. 

Utilisons en effet le precedent theoreme avec des relativement 
compacts. D’apr^s le theoreme XXVI chaque distribution T v , a 
support compact F v , peut 6tre decomposee en une somme finie de 
derivees de fonctions continues, dont les supports sont contenus 
dans un voisinage arbitraire de F v , dans U en particular. On obtient 
bien ainsi la formule (III, 8 ; 3). 

Theoreme XXXI Si une distribution est d'ordre < m dans un 
ouvert Q, elle est egale, dans £2, d une somme finie de derivees d'ordres 
m de mesures ; et reciproquemenl. 

En effet, en reprenant la decomposition (III, 8 ; 1) avec des ii v 
relativement compacts, chaque distribution Tv est d’ordre m et a 
support compact ; alors d’apres le theoreme XXVII, elle est somme 
de derivees d’ordre de mesures. 
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(III, 8; 4) T= 2 D %,v: 

\p I'lCm 

en reunissant dans un m£me terme toutes les derivees de m6me 
indice p on trouve 

(III, 8; 5) f, = Sv 

V 

(III, 8; 6) T “2 D V 

p 

Remarque . — Pour n = 1, sur la droite, on peut remplacer la 
somme finie par un seul terme. Voir corollaire du theoreme XXI. 

Theoreme XXXII Si jF v j est un recouvremeni fini ou denom- 
brable de R” par des ensembles fermes, toute distribution T admet une 
decomposition de la forme 

(III, 8; 7) T = 2 T v. 

V 

ou T v a son support dans F v . 

litilisons en effet la fomiule (III, 8 ; 3). On peut decomposer 
chaque fonction G / en une somme 

(HI, 8; 8; G / = 2 G/.v 

V 

ou G/,v a son support dans F v (G/, v sera en general discontinue). On 
voit que chaque somme (III, 8; 8) est convergente faiblement dans 
L°° (parce que les F v formentun recouvrement denombrable), done 
dans (^'). On a alors 

(HI, 8 ; 9) T = 2 DP/G /> i 

/■ v 

la somme du 2 e membre est convergente, car dans tout ouvert rela- 
tivement compact elle est somme fmie de sommes convergentes. On 
a done bien (III, 8 ; 7) avec 

(III, 8; 10) T v = 2 D p /G/,v. 

/ 

Ce theoreme est bien plus fin que le theoreme XXIX, qu’il con- 
tient comme cas particular. 

Le theoreme XXXII pourrait laisser croire que si une distribu- 
tion T a pour support un ensemble ferme F, et si )f v | est un recou- 
vrement localement fini de F par des ensembles fermes, T est une 
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somme 2 Tv, T v ayant son support dans F v ; il n'en est rien. Car les 

V 

G / qui interviennent dans la demonstration ont leurs supports 
contenus, non forcement dans F, mais dans un voisinage arbitraire 
de F. 

On peut montrer que pareille decomposition est possible si le 
support F est assez regulier. Voir th^oreme XXXIV. 

Th£oreme XXXIII T(<p) est nul si 9 est nulle ainsi que toutes 
ses dirivees sur le support de T. 

Utilisons en SfTet la formule (III, 8 ; 1). Le support de T v est 
contenu dans le support de T et compact ; 9 est alors nulle ainsi 
que toutes ses d 6 riv 6 es sur le support de T v , done, d’apres le th 6 o- 
r 6 me XXVIII, T v (?) = 0, et par suite T( 9 ) = 0. 

Si T est d’ordre dans R n , T( 9 ) est nul quand toutes les 
d6riv6es d’ordre < /n de 9 sont nulles sur le support de T. 

§ 9 Supports r^guuers 

Nous avons rencontre plusieurs fois dans ce chapitre des pro- 
pri6t6s qui font intervenir non pas le support F d’une distribution T, 
mais un voisinage arbitraire de ce support. Si F est sufiisamment 
« regulier », on peut ameliorer ces proprietes et remplacer un voi- 
sinage de F par F lui-m$me. 

Nous dirons qu’un ensemble ferme F est regulier si, quel que soit 
x e F, il existe un nombre d > 0, un nombre w ^ 0, et un entier 
7 > 1, tels que deux points quelconques x,x', de F, distants d’au 
plus d de t 0 , puissent 6 tre joints par une ligne rectifiable situee dans 
F, dont la longueur soit au plus egale a « fois la racine q-i^me de 
leur distance : 

(III, 9; 1) L <5 w | x' — x J*/v. 

Pour tout point x 0 de F, nous prendrons toujours la plus petite 
valeur q(x 0 ) de q pour laquelle une telle inegalite soit possible. 
x 0 ^q(x 0 ) est alors une fonction (k valeurs entieres) semi-continue 
sup^rieurement. Pour toute partie compacte K de F, nous appelle- 
rons 7(K)<+oola borne superieure des nombre q(x Q ) ainsi affectes 
aux points x 0 de K. 

La notion d’ensemble regulier resuite des travaux de M. Whit- 
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ney ( I ). La propriSte fondamentale qu’on peut d^montrer pour les 
ensembles reguliers F est la suivante (propri6t6 W) : 

Soit K un compact de F, U un voisinage compact de K. II existe 
un nombre k (< dependant seulement de F, K, U, m) ay ant la propriitt 
suivante : pour toute fonction 9, m' fois continuement differentiable 
dans R n , m' ^ g(K) m, dont les derivees d'ordre m' sont major ies 
en module par M sur F, il existe une fonction <h m fois continuement 
differentiable dans R", dont les derivees d'ordre m coincident avec 
les derivees correspondantes de 9 sur K, et sont majorees en module par 
/cM sur U. 

Remarquons qu’un ensemble ferm6 convexe est regulier. Un 
ensemble regulier est localement connexe par arcs, et n’a qu’un 
nombre fini de composantes connexes par arcs rencontrant un com- 
pact quelconque. 

La condition de regularity qui sera suffisante pour que le th6o- 
r^me suivant s’applique, n’est peut-£tre pas n£cessaire ; en tout cas 
l’ensemble forme de 2 courbes ayant en un point un contact d’ordre 
infmi, ensemble irr£gulier au point de contact, met en d£faut, 
comme on le voit aisement, chacune des propri£t6s qui vont suivre, 
et que nous laissons au lecteur le soin de montrer : 

Theoreme XXXIV i° Si une distribution T d'ordre m a un 
support compact regulier K„, et si m' > </(K 0 ) m, alors T(q>/) con - 
verge vers 0 des que les <p ; e 8 convergent uniformement vers 0 
ainsi que leurs derivees d'ordre m’ sur le compact !£<, (Voir th£o- 
reme XXIV). 

2° Toute distribution portee par un ensemble ferme regulier F 0 peut 
etre decomposee en somme infinie corner gente ( somme finie si F 0 est 
compact ) de derivees de mesures portees par F 0 

(HI. 9; 2) T = 2 DP, >/ 

/ 

(voir les theor£mes XXVII et XXX). 

3° Si F est un ensemble regulier, si j F v j est un recouvrement fini 
ou denombrable de F par des ensembles fermes, toute distribution T 

i 1 ) Whitney [3]. La propriety P de M. Whitney n’est pas tout a fait 
celle qui est indiquee ici, et ne correspond pas exactement au meme probleme. 
L’enonce de la proprietc W dans la t re edition de ce livre etait errone, car il 
6tait global au lieu de local, alors que q{x 0 ) n’est pas n£cessairement born6 
pour r 0 eF. Les proprietes de ce § 9 sont etuliees de fa?on plus detaill^e dans 
uu travail de M. Glaeser,& paraitre prochainement 
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poiite par F peul etre decomposee en une somme fmie ou injinie cort- 
vergente 

(III, 9 ; 3) T = 2 T *. 

V 

oil T v a son support dans F v (voir th6or6me XXXII). 

§ 10 Structure des distributions dont le support est 

CONTEND DANS UNE SOUS-VARIETE 

Distributions a support poncluel. 

Theoreme XXXV Toule distribution dont le support est Vori- 
gine admet une decomposition unique comme combinaison lineaire 
finie de denotes de la mesure de Dirac : 

(III, 10; 1) T= 2 c p D£ * '• 

I pK™ 

c p = constantes complexes. 

En effet, l’origine est un support regulier, il suflit done d’appli- 
quer le th6or^me XXXIV, 2° ; toute mesure ay ant pour support 
l’origine est proportion nelle k la mesure de Dirac. 

Mais on peut donner une demonstration ne faisant pas appel k la 
theorie fine de M. Whitney, en utilisant le theoreme XXVIII. Si T 
est d’ordre < m, T(?) est nul des que <p est nulle ainsi que ses 
derivees d’ordre < m k l’origine. Pour ?€(£), on a 

(III, 10 ; 2) 9 = 2 ~ DM0) + R»(I), 

I p K m P I 

Rm ayant toutes ses derivees d’ordre m nulles en 0. Alors 
T(R m ) = 0, et par suite 

(III, 10; 3) T( 9 )= 2 ^®T(* f ) = 2 (— llD'cpDMO), 

i p p ! Ip 

ce qui est equivalent A (III, 10 ; 1). 

La decomposition est unique. Car si T = 0, on doit avoir 
T(t p ) = 0, ce qui, dans une formule telle que (III, 10 ; 1), donne 
c p — 0. 

Nous allons g6neraliser cette formule : 

Distributions dont le support est un sous-espace vedoriel de R". 
Pour simplifier les notations, nous consid6rerons R" comme un 
produit X h x Y k , h+k = n, et representerons un point de R n par 
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(x, y), ou x = j x v x 2 , ..., x A j eX A , et p = J y lt y* .... j €Y*. 
Nous allons chercher l’expression generate d’une distribution T sur 
R" portee par le sous-espace vectoriel X* x 0 des points (x, 0). 
T x , T y , T* jS( designeront respectivement des distributions sur 
X*. Y* R". 

D’apres les indications du § 5 (3°) du chapitre I, la restriction 
<? & X* d’une fonction 9 (x, z/)e(fi>) R n, est la fonction <p(x) = 9 (x, 0) ; 
l’extension T k R" d’une distribution T sur X A est definie, pour 
9 6(fJ)) R n, par 

. (Ill, 10 ; 4) T,*.*(x, y) = T*. 9 (x, 0). 

Dans la suite , q designera un indice de derivation q = ^q v q 2 ....,qk\ 
par rapport aux variables y ; c’est ce que nous appellerons one 
derivation transversale par rapport au sous-espace vectoriel X* x 0. 

Theoreme XXXVI Touie distribution T*, y , dont le support est 
contenu dans le sous-espace vectoriel X A x 0, admet une decomposi- 
tion unique comme combinaison lineaire localement finie de denotes 
transversales d y extensions a R" de distributions definies sur X* : 

(III, 10; 5) T,., = 2 Dj(T,) Iil( , (T,),e (»'),*. 

9 

Les supports des T, sont contenus dans celui de T. 

Chacune des distributions T 9 depend confinement de T. 

Supposons en effet la decomposition (III, 10 ; 5) possible ; elle 

yvf 

est alors unique, car si nous posons 9? (x, y) ~ ^x) ~ , <Jie 2)* (le 

support de <p 9 coupe ceux de T et des T 9 suivant des compacts), 
on trouve 

(III, 10 ; 6) T x , y . ?9 (x , y) = (- lMT*),.<Kx), 

ce qui determine entierement T g . Reciproquement les T g deter- 
mines par cette formule dependent continument de T, et ont leurs 
supports contenus dans celui de T ; dans tout ouvert relativement 
compact ft ou T est d’ordre m, les T, sont nulles pour \q] > m 
puisqu’alors 9g a ses derivees d’ordre < m nulles sur le support de 
T (theoreme XXVIII) ; enfin pour toute 9 (x, y) e 'S'x.y & support 
dans ft, on a 

(III, 10; 7) -,(x, y) = 2 DU(x, 0) + H»(l, >j). 

q 1 
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d’ou 

(III, 10 ; 8) T . <p = 2 Dj(T?)x, y .<p +T.R ro , 

1 1 K"» 

ce qui est bien Equivalent a (III, 10 ; 5) puisque T ? = 0 pour |?l > m 

et T. R m = 0. _ 

Une distribution telle que DJT, est ce qu’on peut appeler une 
couche multiple d’ordre \q\ 4- 1. 

Distribution portee par une sous-variete indefiniment differen- 
tiable U A regulUrement plongte dans une varttte indefiniment diffe- 
rentiable V n 

Nous supposerons dEfinies, au voisinage de U* dans V *. k — n h 
dErivations du premier ordre « transversales et independantes par 
rapport k U A », 3 lt 3 2 , .... 3*, ayant de plus la propriEtE de com- 
muter deux k deux (Ieurs crochets sont nuls). On peut alors loca- 
lement amener V n sur R n , U A sur X\ tandis que les 3 deviennent 

les derivations — , — , .... . En posant alors 3* = 3’ 1 3 J 2 . . . 3^, 

on aura, par changement de variables (le thEorEme se demontrant 
localement) : 

Th£or£me XXXVII Toute distribution T dont le support est 
contenu dans la variete U A admet une decomposition unique en combi- 
naison lintaire localement finie de dtrivees transversales d'extensions 
a \ n de distributions definies sur U* : 

(III, 10; 9) T = 2>Ti; T q e($') uh . 

i 

Exf.mple V" = R n ; = S B ~\ sphere d’equation r — 1 ; 

3 = D/or ; pour toute distribution T portee par S n— 1 on aura une 
decomposition unique, finie : 

(HI, 10; 10) T = 2 ff-V’T,. 

Si maintenant T est une distribution portee par la reunion de 
plusieurs sous-varietes ayant des contacts d’ordre fmi, Ie thEo- 
reme XXXIV (3°) permet de la decomposer en somme de dis- 
tributions portees par les diverses sous-varietes, d’ou son expres- 
sion gEnerale ; mais sans unicite, car toute distribution portee par 
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Fintersection de deux sous-vari6t6s peut 6tre indifiteremment sup- 
ports par l’une ou Fautre. Nous n’abordons pas ici ce probteme 
de facon detaillee; il est delicat.et fait Fobjet de travaux de Loja- 
siewicz [1], en relation avec le probleme de la division ( 1 ). 

II pourra arriver qu’on ne parvienne pas & trouver des derivations 
2 definies sur tout un voisinage de XJ h dans V n . Generalement ce sera 
aise localement, on aura alors seulement des formules (III, 10 ; 9) 
locales. On voit imm^diatement, par les formules du changement 
de variables, que, sur un ouvert, le plus grand des ordres^jdes 
Tj 5 ^ 0 est independant des derivations choisies. On pourra l’ap- 
peler l’ordre transversal de T. Une distribution d’ordre transver- 
sal m est ce qu’on peut aussi appeler, en utilisant le formalisme 
de la th£orie du potentiel, une « couche multiple d’ordre 
portee par U* *. 

p) Voir aussi Schwartz [16], expose 21 par Malgrange 
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Produits tensoriels de distributions 


Sommaire Le but de ce chapitre est de ddfinir le produit tensoriel ( x ) do 
2 distributions, qui generalise le produit tensoriel de 2 mesures. Si S x et 
sont 2 distributions, respectivcment sur les espaces vectoriels X m , Y”, ametn 
dimensions, S x ® T y est une distribution sur l’espace vectoriel X m x Y n ; si 
S x sa f[x), T y =* g[y), sont des fonctions, S x ® T y est la fonction j{x) g{y). 

Le § 1 etudie la variation de T (<p) lorsque <p depend d’un parametre X. II 
6tend des resultats connus sur la continuity ou la d6rivabilit6 des integrates 
dependant d’un parametre. 

Les §§ 2, 3, dyfinissent le produit tensoriel par la formule 

y) = S(u) T(p) 

si<p(a:, y) = u(x) v(y) (IV, 3 ; 1) ; le § 4 en donne les proprietes essentielles. 
Tout est de caractere tres etementaire, sauf la demonstration de la continuity 
(th6or6me VI, p. 110) ; mais on peut la plupart du temps se contenter de 
l’hypocontinuite qui est immediate. 

Le § 5 donne quelques exemples faciles. 

Le principal interSt de ce chapitre, qu’on peut parcourir rapidement, se 
trouvera dans la definition du produit de convolution (chapitre VI, § 2). 

§ 1 Integrales dependant d’un parametre 

Position du problime Ce paragraphe etend aux distributions 
des theoremes classiques sur les integrales de fonctions dependant 
d’un parametre. 

Soit x = | x v x 2 , .... x n J e R", <p(x ; x) une fonction de x et d’un 
parametre X parcourant un espace topologique A, telle que, pour 
toute valeur de ce parametre, ?, consideree comme fonction de 
xe R", soit dans (!X>). Si T est une distribution fixe sur R", alors la 
quantite 

(IV, 1; 1) I( x) = T(<p), 

( 1 ) Ce qui dans la premiere edition etait appeie produit direct et note x est 
appeie ici produit tensoriel et note ® 
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bien definie pour chaque valeur de x, est une integrate generalisee 
dependant du parametre x et qu’il y a lieu d’etudier. Pour bien 
marquer que, dans le calcul de T(<f), 9 est consideree comme fonc- 
tion de x seul, T etant une distribution definie sur l’espace R n que 
parcourt la variable x, nous ecrirons 
(IV, 1; 2) l(x)= T>(x;x)]. 

Continuite par rapport au parametre Theoreme I Si, 
lorsque x parcourt un voisinage corwenable de 9 a son support 
conlenu dans un compact fixe de R n , si d'autre part chacune des 
derivees parlielles D p ^(x ; x) ( derivee par rapport aux variables x v 
x 2 , x n ) est continue par rapport a I'ensemble des variables x 

et x, alors T x . <f(z ; x) est continue en x au voisinage de x = 

En effet, D p 9 (.t ; x) etant continue en x et x, est continue en x 
uniforntement par rapport a x lorsque x parcourt un compact. Alors 
<p(x ; x), dans l’espace topologique ( f J)) x , depend continument de x, 
et T* est une forme lineaire continue sur (2))*, d’ou la conclusion. 


Differentiabilite Theoreme II Si x est un parametre riel 
ou complexe, si, lorsque x parcourt un voisinage convenable de x 0 , 9 a 
son support contenu dans un compact fixe de R n , si enfin chaque 
derivee ; x) admel une derivee parlielle (au sens usuel) en x, 

~ D p 9(z ; x), continue par rapport a I'ensemble des variables xe R" et 
ax 

x, alors I(x) = T x .9(z ; x) est derivable (au sens usuel) par rapport a 
x au voisinage de x = et sa derivee s'oblient par derivation sous le 
signe « d'integration » : 


(IV, 1 ; 3) 
En effet 
(IV, 1 ; 4) 


y = T. (-9(1; *)Y 
Jx \ox / 


i<i+4)- 'w_. T (x;x) 

dx \DX 

&(z ; x + dx) — &(z 


= T x 


dx 




Lorsque dx • ► 0, la fonction entre crochets tend vers 0 uniforme- 
ment par rapport a x, sur tout compact de R", en vertu de la conti- 

nuite de — 9 ( 1 ; x) ; de meme la derivee D p de la fonction de x entre 
D X 

crochets tend vers 0 sur tout compact de R" en raison de la conli- 
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nuite de D r — <?(.r ; x) ; comme la fonction de x enlre crochets a son 

d X 

support contenu dans un compact fixe de R", elle converge vers 0 
dans ( ■J'') , et en vertu de la continuity de la forme lineaire T, le 
2 e membre converge bieri vers 0 quand cfx tend vers 0. 

Naturelleinent le theoreme II est encore vrai dans le cas de plu- 
sieurs parametres, et de derivations partielles par rapport ;i ecs 
parametres. Le cas que nous utiliserons sera le suivant : 

xest un point J x,, ) 2 , ... , > m j d’un espace vectoriel \' n de dimen- 
sion m. <f(x ; x) est indefinimeut derivable (an sens usuel) par rap- 
port aux variables x et x, chaque dorivee etant continue par rapport 
& l’ensemble des 2 variables x et x. Alors I(x) ..= ; x)] est 

indefiniment derivable en x (au sens usuel) ; si est un svmbole de 

/ D 7i \-l2 » I- 9 W \ 

derivation partifelle dans A m " — , on pent deriver 

\ ^‘ov-fx^y 

sous le signe d’integration : 

(IV, 1 ; 5) Ta-[9(x ; x)] — Ii[^x ‘» > (- T » *)J ■ 

§ 2 Produit tensoriel m: 2 distrirutions 

Soient X m , Y", 2 espaces vectoriels de dimensions respectivcs m 
et n;x = j x v x 2 , | sera un point du premier, y = j tj v y 2 ,...,y n { 

un point du deuxieme. Si f(x) est une fonction numerique sur X m , 
9(y) une fonction numerique sur Y”, ce que nous appelous leur 
produit tensoriel /(x)0 g(y) est la fonction h(x, y) f(x) g(y) des 
variables x, y, definie sur respace vectoriel produit X"* x Y". Le 
produit tensoriel d’une fonction des m variables reelles x v x 2> ..., x, n 
et d’une fonction des n variables reelles y v y 2 , ..., y n , est done une 
fonction des m + n variables reelles x v x 2 , ..., x m , y v y 2 , ..., y*. 
Si en particulier f(x) et g(y) sont des fonctions au sens de la theorie 
des distributions, e’est-^-dire des fonctions sommables sur tout 
compact, definies presque partout, il en est de m6me de leur pro- 
duit tensoriel. 

On definit aussi aisement le produit tensoriel de 2mesures, n x sur 
X m , v y sur Y”. La definition est classique en calcul des probability : 
si x est un point aleatoire dans l’espace X m , dont la loi de repar- 
tition est definie par la mesure y. x sur X m (n x est alors une mesure 
>0et //... / d\k x — -f- l)» si de m£me y est un point aleatoire 
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dans l’espace Y n , dont la loi de repartition est definie par la mesure 
v y( v y ^ j] J = -f 1), le couple (x, y) des 2 points alea- 
toires est im nouveau point aleatoire dans l’espace vectoriel produit 
X m X Y n , dont la loi de repartition est definie par la mesure pro- 
duit (g> v y . ( J ). 

Pour pouvoir etendre de tels produils et definir S x g) Ty, S x et Ty 
etant 2 distributions queleonques respectivement sur X m et Y n , il 
faut exprimer le produit tensoriel de 2 fonctions ou de 2 mesures 
comme une fonctionnelle. Appelons (3>) x , (2>) y , (2)) x ,y les espaces (ID) 
de fonctions ind6finiment ddrivables & support compact sur X m , 
Y", X m x Y n respectivement ; (-3)%, ($%, ( c S)') x<y les espaces de 
distributions (3V) correspondants. II nous faut, pour definir 

W x ,y = S X gTy €(3}') X ,y , 

connaitre pour chaque fonction <p(x, y) e ( f .D) x ,y la valeur de la fonc- 
tionnelle S x g Ty [$ (x, y)], de maniere que, si S x etTy sont 2 mesures 
n x , vy, ou 2 fonctions /(x), y(y), on retrouve 

2 i | y)J = //’•••/• ff— f *( x > y) <W v v 

( f*<8>9’M x , y)] = //’• ..f.Jf... /< p(x, y) /(x) y(y) rfxdy. 

Bornons-nous & consid^rer le cas particulier des fonctions 
«p(x, y) e ('D) x ,y qui sont des produits de la forme 

(IV, 2 ; 2) *(x, y) = u(x) v(y) , u(x) e(a))* , v(y) e(2))y . 

Dans le cas de 2 mesures ou de 2 fonctions, les formules (IV, 2; 1) 
donnent immCdiatement 

( n*<g)vy [u(x) y(y)] = (x(u)v(i;) 

(IV, 2 ; 3) [«(*) v(y)\ 

( /(*) u ( x ) dx -ff- • • / y(y) y (y) rf y = /( u ) 

Nous somines done amenes & poser 

(IV, 2 ; A) W x .y [u(x)z/(y)] = S(u) T(p). 

La valeur de la forme lineaire W sera alors connue toutes les fois 
que c(x, y) sera de la forme (IV, 2 ; 2) et aussi toutes les fois qu’elle 
sera somme de fonctions de la forme (IV, 2 ; 2) en nombre fini : 

(IV, 2 ; 5) c(x, y) ---•= 2>/(x) »/(y) ; (D) x , p ; € ('D)y, 

i 

( s ) Voir Bourbaki [7], chapilre III, § 5 
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car on devra avoir : 

(IV, 2 ; 6) Uf(x) Vi (y) ^ = £ S(u/)T(i*). 

Nous allons demontrer qu’il existe une distribution bien determinee 
et unique satisfaisant k (IV, 2 ; 4), qui pourra etre appelee produit 
S* <S> T y . Dans Ie cas de 2 mesures ou de 2 fonctions, W coi'ncidera 
bien avec leur produit tensoriel d6fini par (IV, 2 ; 1) en vertu de 
(IV, 2 ; 3) et de I’unicite de W. 

Les risultats de ce chapiire s' etendent sans modification au produit 
tensoriel de deux distributions definies sur deux varietes U m , V" ; c'est 
une distribution sur U m x V". 

§ 3 UnICITE, EXISTENCE, CALCUL DU PRODUIT TENSORIEL 

Un theoreme d' approximation. Unicite du produit tensoriel 
Theoreme III Dans (!!>)*, y , le systeme des u(x)u(y) est total ; 
autrement dit le sous-espace vecloriel des fonctions <?(x, y) de la forme 
(IV, 2 ; 5) <?{x f i /) = 2 Uj(x) Vj(y ) est dense dans (0%, y ( J ). 

Ce theoreme entraine I’unicite de la distribution W verifiant 
(IV, 2; 4), si W existe. CarW, verifiant (IV, 2; 4), verifie (IV, 2 ; 6) ; 
la valeur de W*, y . 9 (x, y) est alors connue lorsque <p parcourt un 
sous-espace dense de done pour <?e ($)x, y quelconque. Plus 

g6neralement une distribution quelconque sur X m X Y n sera connue 
si on connait ses valeurs pour <p(x, y) de la forme (IV, 2 ; 2). 

Nous allons donner du theoreme une demonstration qui manque 
de profondeur et de generality mais qui est rapide et qui nous sera 
suffisante. On peut trouver une suite de polynomes 

Pvfcu Tg • • • yi> y v ••• yn) = P v (x, y) 

qui convergent uniformement sur tout compact vers ?(x, y) et dont 
chaque d£rivee converge uniformement sur tout compact vers la 
derivee correspondante de <p. Un polynome est bien de la forme 
2 Uj(x)Vj(y), mais les u,- et Vj, monomes, ne sont pas k support 

compact. Si p(x) et o(y) sont des fonctions fixes indefiniment deri- 

(*) C’est I’analogue d’un theoreme bien connu pour les fonctions continues, 
utilise pour l’etude du produit des mesures. Voir par exemple Dieudonn£ [4] 
et Bourbaki [8], th6or£me 4, page 57 
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vables a supports compacts, telles que p(x) o(y) soit = 1 sur le sup- 
port de 9, alors les p(x)o(y) P v (x, y) sont de la forme (IV, 2 ; 5), 
ct convergent dans {'F)x, y vers p(x) a(y) 9 (x, y) ~ ?(x, y), c. q. f. d. 

Existence et calcul da produit tensoriel Theoreme IV II 
exisle une distribution W*, y € (!$')*.!,» bien determinee et unique, qui 
satisfait a 

(IV, 3 ; 1) W[u{x)v(y)] = S(u)T(v). 

On t'appelle produit tensoriel des distributions Sx€(!iV)*, Tj,6(3 > ')y> et 
on la note S*(g)Ty. Pour <p(x, y)e on peut calculer W( 9 ) par 

plusieurs integrations simples successives {theoreme de Fubini) : 

(IV, 3 ; 2) S x <S>T v Mz, y)] = S, [T^f(jc, y))] = T y [S *(*(*, y»] . 

Considerons en efTet 9 (x, y) comme une fonction sur X m , depen- 
dant du parametre ye Y n . Pour y fixe,c’est une fonction dex, appar- 
tenant a ('i')x, on peut done definir l’int6grale I(y) = S, [<p(x, y)J, 
dont la valeur est fonction du parametre y. D’apr£s les r6sultats du 
§ 1, comme 9 est indefmiment derivable par rapport aux variables 
x, y, et de support contenu dans un compact de (‘J>) x ind^pendant 
de y, 

(IV, 3 ; 3) I(y) = S,[ 9 (x, y)] 

est une fonction indefmiment derivable de y ; d’autre part elle est, 
consid6r6e comme fonction de y, b support compact, done dans 
(‘i 1 ),,. On peut done calculer 

(IV, 3 ; 4) T y [I(y)] = T y [S*( 9 (x, y))] . 

Enfin, toujours d’apres les resultats du § 1, on voit ais6ment que 
si 9 converge vers 0 dans (2) K )i,y, I(y) converge vers 0 dans (i^K^y, 
oil K t est la projection de K sur l’espace Y", done T y [I(y)] converge 
vers 0. Done T y [I(y)] definit une forme lin^aire continue sur tout 
($«)*, y , soit une distribution W Iiy e (2)')*.y- 

Cette distribution verifie evidemment 

(IV, 3 ; 5) W[u(xMy)] = T y [S*(u(x)y(y))j 
= Ty My)S,(u(x))] = T y [S(u)u(y)] = S(u)T y [r>(y)J = S(n)T(v ) , 

e’est-a-dire l’egalite (IV, 3 ; 1). Nous avons done trouve une distri- 
bution verifiant (IV, 3 ; 1) ; le theoreme III nous a prouve qu’il ne 
pouvait en exister plus d’une. Naturellementles integrations succes- 
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sives SxT y , Tj,S x , donnent le mfime resultat, car elles donnent 
2 distributions verifiant chacune (IV, 3 ; 1). 

§ 4 Proprieties du produit tessoriel 

Support Theoreme V Le support du produit tensoriel est 
identique au produit des supports. 

Autrement dit (x, y)eX m x Y" appartient au support de S x 0T y 
si et seulement si x appartient au support A de S x et y au support 
B de T y . La connaissance locale de S x et de T y entraine la connais- 
sance locale de S x 0 T y . Demonstration immediate : si 9 a son 
support dans Ca X Y n ou dans X m x Cb, W(q>) = 0 d’apres 
(IV, 3 ; 2) ; done le support de W est dans A x B. Et au voisinage 
de tout point de A xB,W est ^ 0 d’apres (IV, 3 ; 1). 

Continuity. — Theoreme VI. — La transformation qui, au couple 
S x €(fJ)') x , T fait corresponds S x 0T y € ('i , % l!/ , est une appli- 
cation bilineaire fortement continue. La propriety est aussi vraie avec 
les espaces (&') au lieu de ('J)'). 

On voit de suite que e’est une application bilineaire. On voit 
aussi facilement que si S x et T y varient en restant bornees, S x 0T y 
reste bornee. Si S x est fixe ou m£me varie en restant bornee dans 
(fi)')*, et si Ty converge fortement vers 0 dans (. r iV) y , S x 0 T y con- 
verge fortement vers 0 dans Ci v )x 1?/ . Autrement dit, l’application 
bilineaire est hypocontinue (Voir theoreme XI du chapitre 111). 
Mais nous allons montrer plus. Elle est continue : si S x et T y con- 
vergent chacune fortement vers 0 (ce qui, dans le cas de filtres, 
n’entraine pas qu’elles soient bornees), S x 0 T y converge forte- 
ment vers 0. Montrons d’abord un lemme : 

Lemme Si j Bs , | est une famille denombrable d’ ensembles homes 
dans (fl>), formes de fondions 9 ayant toutes leur support contenu dans 
un compact fixe K de R n , il existe un voisinage U de 0 dans ('J)') tel 
que, pour tout v,T(Bv) = Max| T(9) | reste bornee lorsque T parcourt U. 

96 Ov 

En edet l’ensemble B v (v fixe) peut &tre defini par une suite |M V | 
de nombres reels > 0, M p , v , dependant de l’indice p, telle que, 
pour 96 B v 

(IV, 4 ; 1) | Dp ? I < M PlV . 

Les suites |M V | forment, lorsque v varie, une famille denombrable 
de suites ; done, d’apres un theoreme classique de Dubois-Rey- 
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mond, il existe une suite unique jMj.de nombres reels > 0, M p , 
dependant de I’indice p, qui « croit plus rapidement, pour p -* oo , 
que toute suite j M v j ». Autrement dit, pour chaque valeur de v, 
la suite j M j majore la suite j M v j a un nombre fini de termes pres; 
il existe alors un nombre > 0, /c v , dependant de v, tel que 

(IV, 4; 2) jM v j</fvjMj ou M,,, v < /r v M„. 

Considerons alors l’ensemble borne B de ('i*) forme des fonctions 
9 & support contenu dans K, et verifiant, pour tout p, 

(IV, 4 ; 3) I DM < M p . 

On voit d’apres (IV, 4 ; 1) que 

(IV, 4 ; 4) BvC*vB (»)• 

Si alors U est le voisinage de 0 dans (uV) forme des distributions 
T verifiant T(B) < 1, on a, pour TeU : 

(IV, 4; 5) T(B V )< * v T(B)< Ar w 

c. q. f. d. 

Avec l’aide de ce lemme, le theoreme VI se demontre ais&nent. 

Supposons que <p(t, y ) parcoure un ensemble borne quelconque 
B* >y de ($)*.y Considerons y ) coniine fonction de x seul, pour 

une valeur fixe du parametre y ; on voit immediatement que 9 par- 
court alors un ensemble borne B x> ( 0 ) de (‘i))*, independant du para- 
m6tre y. De mSme, Djj 6tant un symbole dederivationpartielle en y , 
DJ y) parcourt un ensemble borne de ('j))* independant 
du parametre y. Alors, d’apres le lemme, il existe un voisinage U, 
de 0 dans ('j)')*, et une suite de nombres k q > 0, tels que, pour 
S*€ U*, 

(IV, 4 ; 6) IS, [D< 9 (x, y)] | < k q . 

Done la fonction de y , I(y) = Si[ 9 (x, y)), appartient a ('J)) y a 
son support contenu dans un compact fixe, et verifie, pour S*e U*, 
q>€ B x , y : 

(IV, 4 ; 7) | D H(y) \ < 

(*) L’existence d’un ensemble B et d’une suite A- v , associds a une suite quel- 
conque d’ensembles born^s B v , constitue la premiere condition de d6nombra- 
bilit6 de Mackey. Voir Mackey [1], p. 182 et Dieudonn£-Schwartz [1], 
proposition 3, page 69 
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Autrement dit, 1 (y) reste bornee dans Alors il existe un 

voisinage V y de 0 dans tel que 

(IV, 4; 8 ) <p 6 B Ti!/ , S x € U x , TyeVy 
entraine 

(IV, 4 ; 9) | Sx 0 T y ■ i(x, y)\ = \Ty Ky) I < 1 

ce qui exprime bien la continuity de Implication bilineaire ( J ). 

On peut, dans le theoreme VI, remplacer les espaces ($') par des 
espaces (8'). On s’appuiera alors sur un lemme relatif au couple 
d’espaces (8), (8'), tout & fait analogue au lemme ci-dessus, mais 
sans aucune hypoth^se sur les supports des ?€ B v . L’6nonc6 du theo- 
reme VI suppose essentiellement qu’il s’agisse des topologies fortes. 

L’application bilineaire est faiblement discontinue. Avec les topo- 
logies faibles, on peut seulement faire les m^mes remarques que 
pour le theoreme XI du chapitre III. 

Signalons enfin que le produit tensoriel est une application 
bilineaire continue de (8)* x (8)y dans (8) x , y , et hypocontinue 
(mais non continue) de (T)x x (\£)y dans 

Derivation Theorems VII Si I)£ est un symbole de deriva- 
tion partielle en x, D n un symbole de derivation partielle en y, on a 
y 

(IV, 4 ; 10) DP>J(S, ® T y ) = DJS, ® . 

On voit immediatement l’egalite des distributions e(!J D')*,y Rentes 
aux 2 membres ; il suffit en efTet, d’apres le theoreme III, de verifier 
qu’elles prennent la m£me valeur pour 96 (T)x, y de la forme ( IV, 2 ; 2), 
ce qui est evident. 

Un theoreme d' approximation Theoreme VIII Le systbme 
des distributions S z 0 T y (oil S z parcourt ('j v )x, et T y parcourt (lfi') y ) 
est total dans (T')*. r 

En effet toute distribution e ( < i'')x, y estlimitedefonctions indefini- 
ment derivables a supports compacts (theoreme XV du chapitre III). 
Or une telle fonction /(*, y) est limite dans ('T)x. y , done a fortiori 
dans de fonctions de la forme (IV, 2 ; 5) qui sont bien des 

combinaisons lineaires de produits directs. 


{*) Voir Diecdonne-Sciiwartz [1], page 96, thSordme 9, qui d^montre 
ce theoreme dans le cas de (£'}, d’ou 1’on passe ais6ment & (U v ) 
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II est bien Evident que toutes ces propri6t6s s’etendent sans diffi- 
cult6 au produit direct d’un nombre fini quelconque de distribu- 
tions ; ce produit est associatif. Si X*, Y m , Z",sont 3 espaces vecto- 
riels de dimensions respectives l, m, n, on voit en effet que, R*, S y , 
T x , designant 3 distributions respectivement sur X*, Y m , Z", on a 

R* 0 (S„ 0 Tx) = (Ra 0 S„) 0 Tx. 

D’ailleurs on peut definir directement R, 0 S y 0 T, en ecrivant 
que, pour u(x)€ (3>)„ v(y)e ($)) y , w(z)e(°J)) t : 

(IV, 4 ; 1 1) Rx 0 Sy 0 T, [u(x) v(y) w(z)] = R(u) S(i>) T (w). 

§ 5 Exemples 

Exemple 1 Distribution independante de X! Nous avons 
deja rencontre un exemple de produit au § 5 du chapitre II (inte- 
gration dans le cas de plusieurs variables). 

Soit, sur R n , une distribution T verifiant = 0. Cherchons sa 

OXj 

forme par une nouvelle methode. Calculons T(?) pour 

(IV, 5 ; 1) ?(Xj, x 2 , .... x„) = ii(Xj) n(x 2 , x 3 x„). 

Choisissons v(x 2 , x 3 , x„) fixe, et faisons varier u Seule. 

T(uy) est alors une forme lineaire continue de ue ('D)x v c’est-a-dire 
une distribution sur Tespace a une dimension X 1 de la variable x v 
Cette distribution a une derivee nulle, done, d’apres le theoreme I 
du chap. II, e’est une fonction egale a une constanteC(n) (dependant 
du choix de n) et, pour u et v quelconques : 

(IV, 5 ; 2) T (iw) - C(p) j u(x t ) dx v 

Choisissons maintenant une fois pour toutes u telle que 

J u(. r t ) d. r, 0, 

et faisons varier v seule. Alors on voit que C(v) est une forme 
lineaire continue de ve( t l'')x t ,x 3 ,.. Xfl , done une distribution E sur l’es- 
pace a n — 1 dimensions Y n ' 1 des variables x 2 , x 3 , ... x n . 

(IV, 5 ; 3) C(n) — Sj-j.!,,...!,, [v(x 2 , x 3 , ... x„)J — -(p), 
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(IV, 5 ; 4) et T (uv) = (j'*" * u ( x i) dx ^j *(»)■ 

Cette formule montre queT est Ie produit tensoriel de la constante 1 , 
distribution sur X 1 , par la distribution £ sur Y n “\ 

(IV, 5; 5) T=(l)^S r!iIr ,, 1 . 

En appliquant Ie theoreme de Fubini [formule (IV, 3; 2)J, on 
retrouve la formule (II, 5 ; 10) et une formule nouvelle : 

(IV, 5 ; 6) 

Plus g6n6ralement dans l’espace X m x Y'\ la forme g£n6rale d’une 
distribution independante de y est S» 0 (!)*• 

Exemple 2 Extension a I'espace d'une distribution definie sur 
un sous-espace vecloriel. 

En reprenant les notations du § 10 du chapitre III, l’extension 
T*,j, & R" d’une distribution T x sur X 7 ', veriiie la formule 

(IV,5;7) T,, # = T,(8)*,i de plus = T, <g> DjJ,. 

Exemple 3 Fonctions d’ Heaviside, et mesurcs de Dirac. 

Les produits tensoriels dans R" permettent de definir des inter- 
mediates entre la fonetion d’lleaviside et la mesure de Dirac. Si 
nous appelons fonetion d'Heaviside Y(x) dans R n la fonetion 6gale 
& + 1 pour x > 0 (e’est-^-dire x x 0, x 2 > 0, ... x„ > 0) et a 0 
ailleurs, nous voyons que 

(IV, 5 ; 8) Y(x) = Y Zl 0 Y,,0 ... 0 Y*„. 

Nous poserons alors 

(IV, 5 ; 9) Y ( „ = ^0^,0... 0 Y,, 0 S,, 4 . 

de sorte que Y( n j(x) = Y(x) et Y( 0 j — 8. Tandis que Y(„) est une 
fonetion, toutes les autres Y<a; sont des mesures ; Y(*) est portee 
par le sous-espace vectoriel 0x^2 ... x* et e’est l’extension a R" de 
la fonetion d’Heaviside definie sur Ie sous-espace vectoriel Ox x ...xa. 
On a alors 


T. ^(X!, X 2 • • • X n ) — 2*„:r a , ... x n - yj ••• x n) d ti J 

/*+» 

T. <p(x lt x 2 ...x n ) =J [2*,, i,, v(ti > x 2 ••• x n )]dt 1 . 


(IV, 5 ; 10) 


~ Yw - Y lt -„ 
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et par suite 


(IV, 5; 11) 




n — k 


3**4 i... 2X„ 


Y = Y,a, ; 




Y (*) = 5, 


ce qui donne des « solutions elementaires » de certaines equations 
aux d^rivees partielles. 



CHAPITRE V 


Multiplication des 


distributions 


Sommafre II est impossible de definir le produit multiplicatif de 2 distribu- 
tions quelconques. On deftnit au § 1 le produit aT d’une distribution T et 
d’une fonction indefiniment derivable a, par la formule (V, 1 ; l)aT.q> = T.aq>, 
qui, si T est une fonction /, donne pour aT le produit usuel a/. 

Le § 2 donne les proprietes de ce produit, qui sont Gvidentes. Signalons en 
particulier l’hypocontinuite (theor6me 111, p. 119)et la formule habituelle de 
derivation d’un produit (V, 2 ; 3) : (aT)' = a'T -f aT'. 

Le § 3 donne des exemples. Les formules (V, 3 ; 2 k 5) sont d’un usage 
courant en Mecanique ondulatoire sous une forme plus ou moins deguisee. 
L’exemple 3 est important dans la pratique des pseudo-fonctions. 

Les §§ 4 et 5 traitent du probieme de la division. Dans le cas d’une variable 
(n = 1, § 4) la division par une puissance de x est aussi tr£s utile dans la 
M6canique ondulatoire et dans la pratique des Equations difTerentielles. 
Le 5 2 par contre correspond & des notions peu utilises jusqu’i present, 
parce qu’il n’etait pas possible de poser correctement le probieme. II est 
maintenant correctement pose, mais n’est pas pour autant resolu ; nous ne 
traitons que des cas particuliers ; le cas general est d’une tres grande dilTlculte; 
il a6le resolu par Horrnander pour la division par des polynoines, el par Lojae 
siewicz pour la division par des fonclions analyliquesf 1 ))* L’int6rfit de la divi- 
sion risulte de ce que, par transformation de Fourier, elle r6sout des probiemes 
essentiels de la theorie des Equations aux d6riv6es partielles et Equations 
integrates (chapitre VII, § 10). On pourra sans inconvenient reporter la lecture 
des $$ 4 et 5 jusqu’4 l’6tude de ces probiemes. 

Le 5 6 donne des applications de la multiplication aux Equations difT6- 
rentielles et aux d&riv6es partielles. Tout ce paragraphe est important pour 
les applications pratiques. Toute Equation difTerentielle hotnogene a pour 
seules solutions ses solutions usuelles, qui sont des fonctions (theor^me IX, 
p. 130) ; ilen est de m5me pour toute Equation aux deriv£es partielles elliptique 
(thiorfeine XII, p. 1 43) ce qui simplifie notablement les m6thodes directes du 
calcul des variations (p. 147). Dans les Equations hyperboliques au contraire, 
il y a des solutions-distributions nouvelles.ee qui permet d’introduire d’une 
fa$on correcte les solutions discontinues d’usage courant. De mfime la relation 
entre probieme de Cauchy et Equation avec second membre, et la definition 
correcte de la solution elementaire sont bien mises en evidence (p. 135). 


(*) Hormander [2], Loj asiewicz [1], Schwartz [16] 
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§ 1 Produit multiplicatif d’une distribution par une fono 
tion indefin iment derivable 

Dans ce chapitre, pour eviter toute confusion, nous noterons 
toujours par T. 9 le produit scalaire de T6(3>') et 96 ( 12 )). 

Impossibility de definir le produit de 2 distributions quelconques 
— Nous voulons definir un produit multiplicatif STe(2)') de 2 dis- 
tributions Se(2V), T€ (ID '), qui, dans le cas de 2 fonctions fix), g(x), 
donne leur produit habituel fix)g(x). II est Evident que ce n’est pas 
possible si S et T sont quelconques. Ainsi si fix) et g(x) sont 2 fonc- 
tions sommables sur tout compact, leur produit fg n’est pas neces- 
sairement sommable, done ne definit pas n^cessairement une dis- 
tribution. II est facile de voir que si n est une mesure qui n’est pas 
une fonction, le carr 6 n 2 n’a jamais de sens ; le carr 6 8 2 de la mesure 
de Dirac devrait titre, s’il avait un sens, une masse +00 a 1’origine 
(comme on le voit en approchant 8 par des fonctions en cloche). 
Pour que ST ait un sens, il faut que S soit d’autant plus regulitire 
localement que T est irreguliere (*). Le cas ou nous sommes stirs que 
ce produit aura toujours un sens est celui ou, T 6 tant une distribu- 
tion quelconque, S est une fonction a, ind 6 finiment derivable (au 
sens usuel). 

Definition Pour ae(£), T€(£D'), nous definirons le produit 
multiplicatif aTe(2)') par 

(V, 1 ; 1) «T . 9 = T . <* 9 , 

pour 96 ( 2 )). aT ainsi d^finie est bien une distribution, car, si 9/-*0 
dans (2 )k), il en est de mtime de 019 /, done T. 0. Si T est une 
fonction /, aT coincide bien avec le produit usuel a/, car (V, 1 ; 1) 
s’ecrit 

(V, 1 ; 2) jj'...f[*(x)fix)] 9 (x)dx = Jf...fK x )[< x )*(x)]dx. 

Donnons quelques exemples du produit ST de 2 distributions 
dans d’autres cas que celui oil S = ae(S), Te ('i>') etant quelconque. 

1° T est une mesure p. On peut done definir ST si S est une 
fonction continue / : 

i 1 ) Nous avons demontre l’impossibilit6 de definir un produit meme dans 

des conditions plus generates, dans Schwartz [6]. Une multiplication toute 
diflerente est definie par Konig [2J 
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(V, 1 ; 3) ST — fn par /jx. 9 = i *./<?, *€ O-P), /<p€ (£). 

2° T est une distribution d’ordre m. 

On peut definir ST si S est une fonction m fois continument diffe- 
rentiable / : 

(V, 1 ; 4) fT . 9 = T . /?, *€ (‘J», /?€ (2> m ). 

3« Nous avons choisi au debut T quelconque, S * infiniment 
r6guli£re », puisque S — «€(t>), et nous venons de voir des cas 
intermediates. II y a lieu alors de faire jouer a S et T le mSme 
r61e ; si c’est S qui est une distribution d’ordre <m, c’est T qui devra 
6tre une fonction /, m fois confinement differentiable ; si S est 
quelconque €(2)'), T devra etre une fonction «e (£). 

Moyennant ces considerations, on ecrira ST aussi bien que TS si 
le produit a un sens. 

Dans la suite nous abandonnerons ce point de vue et consid£re- 
rons toujours le produit «T, ae(8), Tc (2)'). 

Reirtarquons que, pour 96(2') et Te(2V), ou pour 96(8) et T(8'), 
on a 9Te(8') et 

(V,l;5) T . f = „T . 1 = ff-ftT- 

Le produit scalaire est l’int6grale sur R" du produit multiplicatif. 
II en r£sulte que si 9T = 0 quelle que soit 96 (2)), T = 0. 

Le produit s'etend immediatement aux distributions sur une 
varieU V". 

§ 2 Proprieties du produit multiplicatif 

Support. Ordre Theor£me I Le support de aT est contenu 
dans i intersection du support de a et du support de T. L'ordre de «T 
est au plus egal a l'ordre de T. 

Cela revient & dire que si, dans un ouvert ft, a ou T est nulle, 
aT est nulle. La connaissance locale de a et de T entraine la 
connaissance locale de aT ; par exemple si, dans un ouvert ft, a et T 
sont ^-0, aT est dans ft une mesure ^ 0. En particulier, a€(‘i)) ou 
Te(&') entraine aT€(f>'). Demonstration immediate. 

On peut, en utilisant les theoremes XXV I II et XXXI 11 du cha- 
pitre III perfectionner le theoreme et montrer ce qui suit : 

Th£oreme II Si T a un support compact K 0 , et est d' ordre 
( necessairement fini) m, aT est nutte toules tes fois que a et ses deri- 
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vies d'ordre m sont nulles sur K 0 ; si T a un support quelconque 
et est d'ordre quelconque , fini ou infini, aT est nulle si a est nulle 
ainsi que toutes ses derivees sur le support de T. 

En eflet ao a toutes ses derivees d’ordre m nulles sur le support 
K 0 (dans le l er cas) ou toutes ses derivees nulles sur le support de 
T (dans le 2 e cas), done T(a<?) = 0 quelle que soit <?€($). 

Continuite Theoreme 111 aT est une fonction bilineaire 
hypocontinue de a et de T [«e (8), Te (9)'), «Te (if)')] . 

Cela resulte du theoreme XI du chapitre 111. 

Supposons par exemple que les T, tendent vers 0 dans (if)'). 
Lorsque 9 parcourt un ensemble borne B de (if)), et que les */ restent 
bornes dans (8), les <*, 9 parcourent un ensemble borne dans (if)) ; 
alors les T /. 0,9 convergent bien vers 0 uniformement pour 9eB.Si 
au contraire ce sont les o ; qui tendent vers 0 dans (8), alors lorsque 
96 (iP) parcourt B, les «,9 convergent uniformement vers 0 dans (if)) ; 
comme les T / sont bornes dans (:i)'), les T /. a,? convergent encore 
vers 0 dans (Li>') uniformement pour 96 B. Naturellement, l’appli- 
cation bilineaire («, T) -► aT est discontinue. Si les a/ convergent 
vers 0 dans (8), et les T / vers 0 dans (if)'), les «/T/ ne convergent 
pas forcement vers 0 dans ('J)'). La convergence des «/T/ vers 0 n’est 
certaine que dans le cas de suites convergentes, car une suite con- 
vergente est born6e, ou dans le cas de filtres ayant une base de filtre 
born6e ou d^nombrable. En ce qui concerne le cas des topologies 
faibles, on peut faire les m6mes remarques qu’a propos du th^o- 
r^me XI du chapitre 111. 

Hemarquons que le produit multiplicatif est aussi une applica- 
tion bilineaire hypocontinue de (8) x(8') dans (8'), de (li))x(ifV) 
dans (8'), de (if)) x (8) dans (iP), et continue de (8) x (8) dans (8). 

On se bornera souvent a etudier 1’application lineaire continue de 
(’i)') ou de (8') dans lui-mgme defmie, pour ae(8) fixe, par 

(V, 2 ; 1) T -v aT. 

Ce n’est autre, d’apres la formule (V, 1 ; 1), que la transposee de 
I’application lineaire continue 

(V, 2 ; 2) 9 — *• «9 


de (if 1 ) ou de (8) dans lui-meme. 
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Derivation Theoreme IV Le produit <*T se derive suivant 
la rtgle habituelle de derivation du produit : 

(V, 2; 3) («T)' = «'T + «T'. 

Dans cette formule, le symbole ' designe d’une fa^on simplifiee une 

derivation partielle — par rapport a l’une des coordonnees. Cette 

formule est d’ailleurs vraie sur une variete indefiniment differen- 
tiable V”, le symbole' designant une derivation du premier ordre a 
[formule (II, 3 ; 35)]. 

La demonstration directe est immediate, car 


( (*T)'. 9 - «T. (- 9 ') = T. (- «*'), 

(V, 2 ; 4) a'T. 9 = T. «' 9 , 

( aT'. 9 = T'. a? = T. [ — (a 9 )']. 

de sorte que (V, 2 ; 3) s’6crit 

(V, 2 ; 5) T.(— « 9 ') =T. [a' 9 — (« 9 )'] OU — a?' = a '<p — ( 0 , 9 )', 

qui est la formule habituelle de derivation d’un produit. 

On peut aussi op6rer sans revenir aux definitions. La formule 
(V, 2 ; 3) est vraie si T est une fonction fe (li)). Mais si des f y e (ID) 
convergent dans (3)') vers T, on obtient (V, 2 ; 3) par passage a la 
limite. Naturellement on peut generaliser et demontrer la formule de 
Leibniz de derivation superieure d’un produit. 

Produit tensoriel et produit multiplicatif Theoreme V Le 
produit multiplicatif dans C&) x , y des produits tensoriels «(x)03 (y), 

S* 0 T s/N*)€( 8)*, P(y)e(% s x e($%, T y e(^') y ], est le produit 
tensoriel des produits multiplicatif s. 

(V, 2 ; 6) [a(x) 0 p(y)] (S*. 0 T y ) = «(x) S, 0 p(y) T y . 

Pour montrer 1’egalite des distributions figurant dans les2membres, 
il sufiit de montrer que, en tant que formes lineaires sur 
elles prennent la meme valeur pour 9 (x, y) de la forme 

(IV, 2 ; 2), ce qui est evident, la valeur commune des 2 membres 
etant (S.*u) (T. pi;). 

Produit de plusieurs distributions 
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II n’y a aucune difficult^ a definir le produit d’un nombre fini 
quelconque de distributions qui toutes, sauf une au plus, sont des 
fonctions €(S). 


Theoreme VI Le produit de plusieurs distributions, lorsque 
toutes, sauf une au plus, sont des fonctions indefiniment derivables au 
sens usuel, est associatif el commulatif. 

On a en effet 

(V, 2 ; 7) a(pT). <p = pT.a ? = T. p«<p = («p)T. ? 
L’associativite 

(V, 2 ; 8) *(PT) = («p)T 

montre quela multiplication T aT permet de definir 1’espace (££>') 
[ou (&')J comme un module topologique sur V anneau topologique (8). 

Si les conditions restrictives de Tenonce du theoreme lie sont pas 
vferifiees, la multiplication n’est plus necessairement associative. 

Exemple Pour les 3 distributions 8, x, vp. — : 


(V, 2 ; 9) 
(V, 2 ; 10) 


(8 x) vp. — 


0 car 8x = 0 


8 



= 8 car 


1 

x vp. — — 
X 


1 . 


§ 3 Exemples 

Exemple 1 Nous avons rencontre deja des exemples. Ainsi la 
formule (III, 8 ; 1) rSsulte immediatement de la partition de l’unit6, 

1 = 2 «»(*). 

V 

la somme infinie du 2 e membre etant convergente dans (8) ; done, 
par multiplication, 

(V, 3 ; 1) T = 2 («vT) • 

V 

Exemple 2 Le symbole ' designant une derivation du premier 
ordre : 

(V, 3 ; 2) a8 = “(0)8 

(V, 3 ; 3) “S' = “(O)S' — “'(0)8. 
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Plus generalement la formule de Leibniz montre que 
(V, 3 ; 4) aD p & — 2 (— l) |p " 9i C;D p -’ «(0) D*S. 

<t<p 


Un cas particulier interessant est celui de 


= x 1 } x l * ... x 1 ' 1 


(V, 3 ; 5) ** (( — l) |p 


(0 si / n’est pas < p 
D 8 s 


(~ l) 


P-i| _ 


(P-0! 


si 


Un cas particulier de (V, 3 ; 5) est 

(V, 3 ; 6) x p D p & = (— I) 1 '' 1 ' p ! s. 


/ < p- 


Si maintenant on utilise les notations du § 10 du chapitre III, 
compte tenu de (IV, 5 ; 7), on aura 

(V, 3 ; 7) </'(.(- 1)1*1 

! 0 sauf si / < q 

T)1~ l 8 

(_l)l«-i| T ,®^-J. si /<,. 

Exemple 3 Soit Pf. g une « pseudo-fonction ». Cela signifie que 
(V, 3 ; 8) Pt.g. 9 = Pt.ff...fg 9 dx. 

Pour que la pseudo-fonction g soit bien definie, il faut supposer 
qu’on se donne un proc6d6 explicite de calcul de la partie finie de 
1’inUgrale du 2 e membre. Alors 
(V, 3 ; 9) (a Pf. g) . ( p = pf. g. <*9 

= vt-Jf—J'g(*9) d x = ?f • JJ’f ( a 9) 

Avecla convention de calcul, supposee explicitee,del’integraleecrite 
au dernier membre de (V, 3 ; 9), celle-ci represente (Pf. a g). 9. On 
peut done ecrire 

(V, 3 ; 10) a Pf . g — Pf. *g. 

Les pseudo-fonctions se multiplient done comme les fonctions. 
Ainsi 1’ exemple 2 du § 3 du chapitre II nous donne 

(V, 3 ; 12) r k Pf. r m = Pf. r m+k ; 

m est un nombre complexe quelconque, k est un entier 0 pair, 
puisque r k doit £tre une fonction indefiniment derivable. Si 
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&(/n) + k > — n, 

le symbole Pf. du 2 e membre est inutile. 

§ 4 Probleme de la division, cas d’une variable (n = 1) 

Position du probleme Si S est une distribution donnee, il 
existe evidemment, dans tout ouvert oil H (x)€ (&) est sans zero, une 

distribution T et une seule verifiant HT = S ; car, — etant inde- 

firdment derivable, on obtient, en multipliant les 2 membres par 

: T = ~ S. Nous nous preoccuperonsdonc uniquement des cas 
H H 

oil H a des zeros. Le probleme de la division est d’une importance 
tres grande dans la theorie des equations integrates ou aux deriv£es 
partielles ; l’emploi de la division est courant en m^canique ondu- 
latoire. 

Division par x Theorems VII S etant une distribution 
donnee sur R l , il existe une infinite de distributions T verifiant 

(V, 4 ; 1) xT = S ; 

deux d'enlre elles different d'un multiple arbilraire C8 de la mesure 
de Dirac. 

Nous voyons immediatement que T est definie dans l’ouvert 
complementaire de l’origine par 

(V, 4 ; 2) T = l S, 

— etant une fonction ind6fmiment derivable dans cet ouvert. Ce 

X 

n’est qu’au voisinage de 0 que T est inconnue et que nous ne pou- 
vons pas affirm er a priori son existence. 

Nous avons la affaire a un probleme de division par x, inverse 
d’un probleme de multiplication. Nous opererons exactement 
comme pour l’integration (theoreme I du chapitre II), probteme 
inverse de la derivation. Pour que Ton ait (V, 4; l),il faut et il suf- 
fit que, pour loute fonction x6(£T) qui est de la forme x(x) —x^x), 
^€(fi>), on aitT(x) = Ces fonctions x, divisibles par x, forment 
un sous-espace vectoriel hyperplan (9d>) de (4)) : elles satisfont en 
effet a l’unique condition lineaire x(0) = 0, moyennant quoi le 
quotient <|/(x) = x(x)fx appartient bien a (4 1 ). 
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T, si elle existe, est une forme lineaire continue sur (3)) connue 
sur (56) ; on la connaitra comptetement si on connatt sa valeur 
T(9 o) sur un 6I6ment «p 0 de (3)) n’appartient pas k (56). Choisissons 
par exemple 9 0 telle que «p 0 (0) = + 1. Alors, pour 96(3)) quelconque, 
on aura la decomposition unique 


! 9 = x 9o + X. 

X = 9(0), 

. x = 9 — x-po e (56), done = x*. -1/6(3)), 

qui donnera 

(V, 4 ; 4) T(9) = ^T(9o) + S(4<). 

Reciproquement, supposons 9 0 choisie une fois pour toutes, et 
T(o 0 ) choisie de fa?on quelconque. La formule (V, 4 ; 4) d£finit bien 
T comme une forme lineaire sur (S'). Si 9 converge vers 0 dans 
(S'*), x converge vers 0, done xT(9 0 ) egalement ; si nous montrons 
que <1/ converge vers 0 dans (3)), alors S(^) convergera vers 0, et 
par suite aussi Tfa) ; T sera une forme lineaire continue, e’est-a- 
dire une distribution et elle verifiera bien (V, 4 ; 1). 

11 nous faut done seulement montrer que, si 9 converge vers 0 
dans (3)), il en est de meme de -1/. Or x = 9 — X9 0 converge vers 0 
dans (3) l ), L etant la reunion de K et du support de 9 0 , et nous 
devons fmalement montrer que, si x€(56) converge vers 0 dans 
(3\), <{/(x) = x(x)/x converge vers 0 dans (3 )l). Mais 1’application 
k x(x) de la formule de Taylor permet, par un calcul elementaire, 
d’obtenir une majoration de la forme : 


(V, 4 ; 5) 


d m m 

dx m 


<k m Max 
UKI * ! 


d m+1 x(t) 
dt m + t 


d’ou 1’on d6duit aussitot la conclusion. 

Deux solutions distinctes de (V, 4 ; 1) correspondent k 2 valeurs 
distinctes pour T(9 0 ) ; leur difference est done telle que 


(V 4 • 61 \ ^2(9) — Cx — C9(0) ou 

’ ’ ' I T, — T 2 = Cs 

(C = constante complexe, 5 — mesure de Dirac). 

11 aurait d’ailleurs ete facile de prevoir qu’une distribution T telle 
que xT = 0 serait proportionnelle a S. Car une telle distribution, 
d’apres (V, 4 ; 2), doit avoir pour support l’origine ; alors elle est 
(formule (III, 10 ; 1)) de la forme 
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(V,4;7) T= 2 ( - l)” % J w , 

La formule (V, 3 ; 5) donne alors 
(V, 4 ; 8) xT= 2 (- i y~' 

expression qui ne peut 6tre nulle que si tous les a p , p ^ 1 , sont nuls, 
done on a bien T = C 0 $. 


Division parx 1 Corollaire Si S est une distribution donnie 
sur R 1 , it existe une infinite de distributions T verifiant ( l entier > 0) 

(V, 4 ; 9) xT = S ; 

la difference entre deux d'entre elles est une combinaison lineaire 
arbitraire de derivees d’ordre l — 1 de la mesure de Dirac. 

On procede en effet de proche en proche ; pour « diviser » S par 
x 1 , on la di vise / fois de suite par x. Quant k 1’ in determination de la 
solution, elle se voit comme ci-dessus ; une distribution T verifiant 
x l T = 0 a son support k ,1’origine. elle est done de la forme (V, 4 ; 7) ; 
alors d’apres (V, 3 ; 5) 

(V, 4 ; 10) zT = V (_ ly-' r - lv , 

W l > ■ 

qui ne peut £tre nulle que si tous les C p , p ^ l, sont nuls, d’ou 
(V, 4; 11) T = V (— I) 1 * ~ * ,p] . 

P • 


Division par une fonction H II nous est maintenant possible 
de passer a la division d’une distribution S donnee par n'importe 
quelle fonction II(x)€(b), n’ayant sur tout l’axe reel que des racines 
isolees multiples d’ordre fini. 

On voit en effet que, si la division par H est possible localement, 
elle est possible globalement (voir plus loin, § 5, 2°). 

Or la division par II est evideminent possible au voisinage de 
tout point a qui n’est pas un zero de H. Au voisinage de u v , zero 
multiple d’ordre 0 de H, on peut ecrire 


(V, 4 ; 12) 


1 1 (x — a v )*v 

H ~ (x - " H 


et comme (x — a v )* v /H est indefiniment derivable au voisinage de a v , 
la division par H se ramene k la division par (x — a v ) <v qui est 
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toujours possible. Finalement la division par H est done possible 
sur R 1 . 

L’indetermination de la solution provient de l’indetermination 
aux points a w . La difference entre 2 solutions verifie 


(V, 4 ; 13) H(T, — T 2 ) = 0, 

et elle admet une representation unique comme combinaison 
lineai're infmie(convergente)dederivees d’ordre^L — 1 des mesures 
ponctuelles 8(a v ) *• 


(V, 4 ; 14) 



(- l) p 



puisqu’au voisinage de chaque point elle admet une telle represen- 
tation unique. 

On voit facilement que la division par une fonction H(g)e(£) 
ayant des zdros d’ordre infini n’est plus toujours possible ; n’importe 
quelle distribution n’est plus « divisible * par H. 


§ 5 EsQUISSE DU PROBLEMS DE LA DIVISION DANS LE CAS DE 
PLUSIEURS VARIABLES 


Nous ne traitons ici que les cas simples. Le probleme general de 
la division est tres delicat; il a ete resolu, pour la division par les 
polyndmes, par Hormandkr [2j, et plus generalement pour la divi- 
sion paries fonctions analytiques, par Lojasiewicz [1], Voir aussi 
Schwartz [15]. 


1° La division par x n dans R" est toujours possible. 11 suffit 
d’dtendre la demonstration du paragraphe precedent, (<?&) n’est 
cependant plus un hyperplan, il est forme des fonctions x vdrifiant 

x(*i, x 2 , ... Xn — i, 0) = 0. 


2° Si la division par H est possible localement, elle est possible 
globalement. Soit en effet [ | un recouvrement localement fini 

de R" par des ouverts relativement compacts dans chacun desquels 
la division par H soit toujours possible. Utilisons alors le theo- 
rdme XXIX du chapitre III, qui decompose la distribution S don- 
n6e en somme S — ^ S v , S v ayant son support dans Q v . 11 existe 

V 

alors une distribution T v telle que HT V = S v ; on peut toujours sup- 
poser que le support de T v est dans n v , sans quoi on la multiplie- 
rait par une fonction e(£Dft v ) egale k 1 sur un voisinage du support 
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de S v . Alors la somme infinie T = V T v est localement finie, et l’on 
a HT = S. 

3° Soit P une fonction de (8) telle que la sous-variet£ U” -1 d’equa- 
tion P(x) = 0 soit an — 1 dimensions, sans singularity, et que les 
d6rivees partielles du premier ordre de P ne s’annulent jamais 
simultanement sur cette sous-variyty. Une telle fonction P sera dite 
r£guliere. Au voisinage de tout point en dehors de U"' 1 , la division 
par P est possible, et unique. Au voisinage de tout point de U n_1 , on 
peut, par un changement de variables (chapitre I, § 5, 3°), se 
ramener au cas oil P est la fonction x„, done la division par P est 
encore possible. Finalement la division par P, localement possible, 
est globalement possible. 

4° Si la division par deux fonctions H, K, est possible, la division 
par le produit HK est toujours possible, elle se fait par deux 
divisions successives. 

Alors si P, Q, ... sont des fonctions de (8) rygulidres, et si /, m ... 
sont des entiers > 0, la division par P*Q m ... est toujours possible. 

fitudions maintenant l’indytermination du probl^me de la divi- 
sion dans les cas trait£s ci-dessus, e’est-d-dire la forme g6n6rale des 
distributions T verifiant HT = 0. Le support de T est n6cessaire- 
ment sur la sous-variyty d’dquation H(x) = 0. Mais ce n’est nulle- 
ment suffisant. 

La formule (V, 3 ; 7) nous montre que, pour que le produit x^T 
soit nul, il faut et il suflit que T soit couche multiple d’ordre < l 
portee par l’hyperplan x n — 0 : 

(V>5:1) T€W -‘ 

Pour la division par P'Q" 1 ..., on effectue un changement de 
variables local (chapitre I, § 5, 3°) ; dans le cas de plusieurs fonc- 
tions P, Q, .... on utilise le th6oreme XXXIV, 3°, pour decomposer 
une distribution ayant pour support la reunion de plusieurs sous- 
varietes en somme de distributions dont chacune a pour support 
l’une de ces sous-varietes. On aboutit ainsi au th^or^me suivant : 

Theoreme VIII Si V" est une variete indefiniment differen- 
tiable, si P, Q, ... sont des fonctions de (8), regulieres sur V", la 
division par P l Q m ... est toujours possible. Pour qu’une distribution T 
verifie P*Q m ... T = 0, il suffit toujours, et il faut dans le cas oil en 
tout point commun a plusieurs sous-varietes P = 0, Q = 0, ..., ces 
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sous-varietes ont leurs hyperplans tangents independants, que T se 
decompose en somme de couches multiples d’ordres < 1, m, ... porties 
respect ivement par ces sous-varietes (voir page 103). 

Au voisinage d’un point qui n'appartient qu’& une de ces sous- 
vari£t6s, rappelons que l’expression de la couche multiple comme 
somme finie de derivees transversales d’extensions a V" de distri- 
butions d6finies sur la sous-vari6t6 est unique, unefois la derivation 
transversale choisie. 

Exemple Dans R", la division par (1 — r 2 ) 1 est toujours 
possible. La solution la plus g£n6rale de liquation (1 — r 2 ) 1 T = 0, 
admet la decomposition unique : 

(V,5;2) T= 2 

T, etant l’extension h R n d’une distribution T, definie sur la sphere 
unite S'* -1 . 

§ 6 Applications aux equations differentielles et aux 

DERIVEES PART1ELI.ES 

Definition Une equation aux derivees partielles d’ordre m, 
lineaire, dont l’inconnue est une distribution T, est de la forme 

1 DT = B avec 

(V, 6 ; 1) J DT = 2 Ap(*> D'T ; p = | Pl> p 2 p„ j . 

Les A p (t), coefficients de l'equation, doivent etre des functions 
indefiniment derivables (au sens usuel), si 1’on veut que DT ait un 
sens pour toute distribution T. B, le 2 e membre, est une distribution 
donnee ; si B =0, l’equation est homogene (Naturellement on peut 
etudier d autres cas ; si par exemple les A p sont seulement k fois 
conlinument difTerentiables, les DH' devront etre dans (oV*) f et une 
solution T ne pourra etre une distribution quelconque). 

Pour avoir un systeme de N equations aux derivees partielles a N 
distributions inconnues, on devra supposer que T = j T lt T 2 , . . ., T N j 
est une distribution ueclorielle (chapitre I, § 5, 1°) a valeurs dans 
1’espace vectoriel E = R N a N dimensions. Alors B = j B lf B 2 , B„ j 
est aussi une distribution vectorielle, et les coefficients A r sont 
des matrices indefiniment derivables a N lignes et N colonnes, 
A p — (Ap ;/,*), de sorte que (V, 6 ; 1) est alors equivalent a 

(V, 6 ; 2) (DT), = By ; /=l,2,... f N; 
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avec 

(V, 6 ; 3) (DT), = J | Ap ; /.*<*) D'T*. 

Ip |<m *=» 

L’application lineaire continue T— ►DT de (2)') dans (2)') a une 
transpose ; c’est une application lineaire continue 9— ► D' 9 de (2)) 
dans (2)), d6finie par 

(V, 6 ; 4) DT.9 = T.D' 9 ou £ (DT) ; . 9/ = | T/.(D» /f 

/-* /-* 

et 

(V, 6 ; 5) D'<p = 2 (- ,(*)] 


(DH = 2 2 <- 1> W D P (Ap; Mtt). Pour 7 = 1, 2, ... N, 

Ipl <m 


ou *A p est la matrice transpose de A p (*). 

Liquation (V, 6 ; 1) exprime alors que, quelle que soit <p€( 2)), on a 

(V, 6; 6) T.D'9 — B. 9 = 0 . 

Si T et B sont des fonctions, cette relation ne fait pas intervenir les 
d6riv6es usuelles de T ; une fonction continue, non derivable au 
sens usuel, peut fitre solution d’une telle equation (*). En particular, 
si B = 0, une solution du systeme homogene est une distribution 
orthogonale & tous les D>, (!i>). L’equation D'T = 0 est ce qu’on 

appelle usuellement l’equation adjointe. Bien entendu, l’equation 
D'T = 0, adjointe de D'T = 0, n’est autre que l’equation homog^ne 
initiale DT = 0, car les operateurs D ' et D' sont entierement d^finis 
sur (;£)') s’ils le sont sur (:T*), dense dans (2)') ; or on a, quels que 
soient 9 et <j>e(2)), 

(V, 6 ; 7) D<p . ^ = 4». D' 9 = D'<{«.9. 


I 1 ) On dcfinir.iil aussi Ires aist-inont leg systemes aux derivees partielles sur 
Ins varieles jiideliniment differentia hies 


(*) (V, 6 ; 6) est bien la definition des « solutions faibles » d’une equation 
aux d6riv6es partielles, donn6es par Leray [1], pages 204-206, Hilbert- 
Courant [1], tome li, page 469, Bochner [2], et [3J pages 158-182. Voir 
Introduction. Voir des exemples, formule (V, 6 ; 33) 
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Equations diffirentielles Nous prendrons ici N quelconque. 
Le systeme (V, 6 ; 1) devient un systeme differentiel si la dimension 
n de l’espace de la variable x est 1. Le systeme est dit regulier s’il 
peut £tre resolu par rapport aux derivees d’ordre le plus 61eve de 
Tj, T 2 , T n . On peut alors toujours par adjonction de distribu- 
tions inconnues nouvelles le ramener k l’ordre 1. Nous supposerons 
done le systeme donne sous la forme matricielle 


DT = ~ + AT = B 
dx 


ou 


(V, 6 ; 8) ^ j-p. 

(DT)/ = l A/.a^Ta = B, ; / = 1, 2, N. 




Theorkme IX Quelle que soil la distribulion B ( second membre), 
te systtme regulier (V, 6 ; 8) a une infinite de solutions. La difference 
entre 2 d’entre elles est une solution arbitraire du syst&me homogtne, 
e'est necessairement une fonclion indefiniment derivable, solution 
usuelle du systeme homogene. 

Ce resultat vaut globalement ou localement. 

La solution usuelle du systeme homogene qui pour x = 0 a la 
valeur u( 0) — j u,(0), u 2 (0), u N ( 0) j est donnee par 

(V, 6 ; 9) u(x) r= C(x) u( 0) 

oil C(x) est une matrice (C/,a (x)) : 

(V, 6 ; 10) u, (x) = ^ C/,a{x)ua(0) ; / — 1,2,..., N. 

Is =1,2, ...,N 

La matrice C(x) est indefiniment derivable, puisqu'il en est ainsi 
des coefficients A/,* ; elle est inversible (son determinant, le 
wronskien, est ^ 0) et sa matrice inverse C 1 (x), qui est aussi 
indefiniment derivable, donne la valeur de la solution u a forigine 
en fonction de sa valeur au point x, par i/(0) — C— 1 (x)u(x). C(x) 
est l’unique solution usuelle de l'equation differentielle matricielle 

(V, 6 ; 1 1) -- + AC - 0 ou d y ,k + V A/iC/a ----- 0, 

dx dx t* 

qui, pour x — 0, soit la matrice identique 1. Nous pouvons alors 
r£soudre (V, 6 ; 8) par la methode des « coustantes variables ». On 
pose 

(V, 6 ; 12) T - CS ou T, - V C m Sa, 

k 
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ce que Ton peut faire d’une manure et d’une seule quelle que soit T, 
car S est determine par 

(V, 6 ; 13) S = C- 1 T. 

Alors, suivant un calcul classique, on aura le systEme Equivalent k 
(V, 6 ; 8) : 

(V, 6; 14) C^=B ou = C _1 B. 

dx dx 


On est ainsi ramenE a la recherche d’une primitive d’une distribu- 
tion ; il y a toujours une infinitE de solutions, quelle que soit B. 

La difference entre 2 solutions est une solution arbitraire du 
systEme homogene ; alors, pour celle-ci, B = 0, done S est, d’aprEs 
le thEoreme I du chapitre II, une constante k = \ k v k 2 , ... k N |, et 
T — Ck est une solution usuelle du systEme homogEne. 

Le fait que le systEme homogEne n’ait pas d’autres solutions que 
ses solutions usuelles peut se voir d’une autre maniEre. Si une solu- 
tion T du systEme homogEne est d’ordre / (/ ^ 1) (resp. une 
mesure, une fonction, une fonction / fois continument diffEren- 
tiable), la formule (V, 6 ; 8) (avec B = 0) montre qu’il en est de 
rfT 

mEme de-— ; mais alors, d’apres les thEoremes II, III, du chapitre II, 
dx 

et leurs consEquences, T est d’ordre < / — 1 (resp. une fonction, 
une fonction continue, une fonction / 1 fois confinement difTE- 

rentiable). Mais comme, d’apres le thEorEme XX du chapitre II I, T 
est nEcessairement d’ordre < + «o sur tout compact, elle est nEces- 
sairement une fonction indEfiniment dErivable, done solution usuelle 
du systeme homogEne. Plus gEneralement, si B est une fonction 
continue, le systeme n’a pas d’autres solutions que ses solutions 
usuelles. 

Supposons maintenanl le systeme (V, 6 ; I) irregulier. Alors en 
gEnEral il n’aura pas de solutions. Par exemple, pour N = 1, 1’equa- 
tion du l er ordre 

(V, 6 ; 15) x 3 ~ + 2 T = 0 


a pour seules solutions, dans 1’ouvert complEmentaire de l’origine : 

\ T = kj exp (1/x 2 ) pour x > 0, 

/ k 2 exp ( l/x 2 ) pour x < 0. 


(V, 6 ; 16) 
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Or on peut voir qu’il n’existe pas de distribution prolongeant T au 
voisinage de l’origine (si k x ou k 2 est 0), k cause de la croissance 
trop rapide de T pourx-*-0 (voir plus loin theor£me VIII du cha- 
pitre VII). Le systdme (V, 6 ; 15) n’a pas d’autre solution que 0. Au 
contraire dans des cas ou les conditions du theor^me de Fuchs sont 
r6alis6es, le syst^me a des solutions dependant de plus de N cons- 
tantes. Ainsi, pour N = 1, l’equation du l er ordre. 

(V. 6 ; 17) i/l-xT = 0, 

a pour solution g6n6rale, dependant de 2 constantes {voir formules 
(II, 2 ; 27 et 28)] : 

/ T = kx( Pf. x x )*> 0 + k 2 (Pt. | x | x )*<. 

) pour x distinct des entiers < 0. 

(V, 6 ; 18) T = kptm (s-i) + k '&-D 

[ pour x = — I, entier < 0. 

Une propriety des solutions des equations aux derivees partielles 

Th£or£me X Les solutions d’un systime d' equations aux den- 
udes partielles forment un sous-espace vedoriel ferme dans Vespacedes 
distributions 

En effet si, dans (!$'), des solutions T / (dependant de /) convergent 
vers une distribution limite T, DT est limite des DT/ k cause de la 
continuity de 1’operateur D, done DT = B. 

On ne d£montre habituellement ce theor^me que pour liquation 
de Laplace ( toute limite uni forme de fondions harmoniques est harmo- 
nique) ou les equations elliptiques, alors qu’il est valable pour toutes 
les Equations aux derivees partielles. Cela tient k ce que, dans le 
cas d’une Equation hyperbolique par exemple, si B = g est une 
fonction, si les T, sont des fonctions //, solutions usuelles de l’equa- 
tion, convergeant uniformement vers une fonction limite /, / n’est 
peut-6tre pas derivable au sens usuel et alors n’est pas une solution 
usuelle ; elle est seulement une solution en theorie des distributions. 
Au contraire, nous verrons plus loin que, pour une equation 
elliptique, toute distribution solution est une fonction ind6finiment 
derivable : voir th£or£me XII. Pour revenir au cas habituel, on 
d6duit du theoryme X : 

Si des solutions usuelles fj d’un syst&me aux derivees partielles 
d’ ordre m convergent uniformement sur tout compad vers une fonction 

l 1 ) Le cas general des equations du type de Fuchs pour les distributions a ete 
r6solu par Meth£e[2] 
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limite /, et si f est m fois continument differentiable, alors f est 
une solution usuelle du systeme, bien qu’aucune hypothese ne soit 
faite sur la convergence des derivees de// t qui d’ailleurs effective- 
ment ne convergent pas,en general, au sens usuel,vers des limites. 

Le probleme de Cauchy Sous sa forme elementaire, le probleme 
de Cauchy consiste dans la recherche d’une solution usuelle T = / 
d’un systeme d’equations aux derivees partielles (V, 6 ; 1) (oil B est 
une fonction g) d’ordre m, connaissant ses derivees d’ordre — 1, 
sur une hypersurface S suffisamment r£guli&re. Si a est une deriva- 
tion transversale definie au voisinage de S (chap. II, § 3, exemple 5), 
les derivees transversales a*/, (0^&<lm — 1) determinent 6videm- 
ment sur S toutes les autres derivees d’ordre — 1. On pose 
souvent un probleme de Cauchy plus fin, en exigeant seulement 
que / soit m fois continument differentiable dans l’ouvert O compl6- 
mentaire de S, verifie (V, 6 : 1) dans O, et que les derivees transver- 
sales a/*(0< k <m — 1) definies dans O, aient des limites donn6es 
/(*) sur S (1’expression <« limite sur S » peut 6tre prise dans un sens 
tr6s general), mais on ne suppose pas 1’existence de derivees tangen- 
tieiles de / sur S. On peut naturellement se borner au probleme 
de Cauchy local. 

Cherchons alors / au voisinage de S, mais d : un seul cote, dans 
I’une des 2 composantes connexes O', O", de O au vpisinage de S. 
Soient /', y', les fonctions egales a /, g, dans O', h 0 dans O". En 
supposant par exemple l’hypersurface S et le champ ded6rivation 
D m fois continument differentiables, et en appliquant la m^thode 
du chapitre II, § 3, exemple 1, on voit que D f est, au voisinage 
de S, la somme de la derivee usuelle [D/'] = g' et d’une couche 
multiple H portee par S, entierement determinee par les donn6es 
de Cauchy f (k ){k < m — 1). C’est evident pour le probleme de 
Cauchy elementaire. Pour le probleme de Cauchy fin, on remplace S 
par une hypersurface voisine situee dans O', sur laquelle par conse- 
quent f est m fois continument differentiable, et on fait ensuite 
tendre cette hypersurface vers S. La fonction T' = /' est alors 
astreinte & 3 sortes de conditions : 

1° Elle doit dtre, au sens de la theorie des distributions, solution 
d’un systeme aux derivees partielles a 2 e membre modifie : 

(V, 6; 19) DT' = ^' + H, 

ou H depend des donn£es initiales /(*>. 
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2° Son support doit 6tre dans O' = o'u S. 

3° Elle doit verifier certaines conditions de regularite : elle doit 
£tre une fonction /', m fois contintiment differentiable dans O', dont 
les d6riv£es a*/'(/r < m — 1) doivent avoir des limites sur S. 

Le nouveau probleme ainsi pose est-il equivalent au probleme de 
Cauchy initial ? II ne le sera que si les limites des a*/' sur S sont 
6gales aux fonctions donnees /(*), c’est-a-dire si 2 systemes dislincts 
de donnees initiales definissent 2 distributions H distinctes. On peut 
montrer qu’il en est toujours ainsi si S est, en tout point, « non 
caract6ristique * ; il n’en est jamais ainsi si S est une « hypersurfaee 
caracteristique ». 

Exemples Soit liquation (N = 1) 

<V, 6 ; 20) 2 ApD-T^B. 

!/>!<•»». Pn< m 


S est l’hyperplan xn — 0, O' la region x„ > 0 ; D =• J>/ox n . Alors 
(V,6;21) H = 




?**”[.?, --Ms:) 


(le signe 0 indique un produit tensoriel (chapitre IV) d’une distri- 
bution en x v Xj, ... x n - 1 , et d’une distribution en x n ; les derivees 
tangentielles des /<*) sont des distributions € Si H = 0, 

on voit, en annulant successivement les couches d’ordre m , 
m — 1, ... [a cause de l’unicite de la decomposition (111, 10 ; 5), 
(IV, 5 ; 7)] que /' o) = /< lj ... = /^—» = 0. 

b) Soit l’equation (N = 1, n = 2, m = 2) 

(V, 6 ; 22) a*T/Dx 1 ?x 2 = B. 

S et z> etant choisis conime dans a). S est alors une caracteristique. 
On a 

3 /(°) 

(V, 6 ; 23) H = -- 0 ; 

4.X 1 

H = 0 entraine seulement / (0 * = constante, /*’* restant arbitraire. 

Dans le probleme de Cauchy ainsi pose en theorie des distribu- 
tions, la condition (1°) ne distingue plus les donnees initiates du 



MULTIPLICATION DES DISTRIBUTIONS 


135 


2 e membre , ce qui explique les formules habituelles de la throne des 
equations aux derivees partielles. La condition (2°) r^sultera en 
general immediatement des proprietes du support de la solution 
el^mentaire. Seule la condition (3°) sera delicate & verifier. II est 
d’ailleurs bien connu qu’elle n’a pas de solution satisfaisante, puis- 
qu’elle exige pour les donn6es des conditions de diff^rentiabilite 
plus restrictives que l’equation donn^e ne semblerait l’exiger. En 
theorie des distributions, on pourra considerer le probieme de Cau- 
chy comrae r£solu d’une fa^on satisfaisante si on a trouve une dis- 
tribution T' verifiant les conditions 1° et 2°. Dans des cas impor- 
tants (voir chapitre VI, § 5, formule (VI, 5 ; 26)), le probieme ainsi 
pose est relativement simple, et a une solution et une seule ; que 
celle-ci soit une distribution quelconque ou une fonction assez regu- 
liere (condition 3°), c’est un probieme plus fin et secondaire. 

Si maintenant on resout le probieme de Cauchy pour O', avec 
le m6me 2 e membre g et les mfimes donn^es initiales j^ k \ on doit 
remplacer H par — H. En additionnant alors les distributions trou- 
vees T , T", H disparait, et on obtient le theoreme de prolongement 
suivant : 

Theoreme XI Si (V, 6 ; 1) est un systeme aux derivees par - 
tielles d'ordre m oil le 2 e membre est une fonction continue g, si S est 
une hypersurface et a une derivation transversale donnee au voisinage 
de S, S et d etant m fois continument differentiables, enfin si f est une 
fonction continue qui, dans O' et O', est m fois continument differen- 
tiable et vtrijie (V,6; 1), et qui satisfaii aux memes conditions initiales 
de Cauchy sur b, de part et d' autre de S, alors f verifie (V, 6 ; 1) 
dans R", au sens de la theorie des distributions. 

Naturellement / n’est peut-etre pas une solution usuelle du sys- 
teme, puisque sur S elle n’a peut-etre pas de derivees tangentielles. 
C’est pourquoi, comme pour le theoreme X, on n’enonce habituelle- 
ment ce theoreme que pour des Equations elliptiques : 

2 fonctions harmoniques definies de part et d’autre de S, qui se 
raccordent sur S ainsi que leurs derivees normales, sont le prolonge- 
ment Vune de V autre. 

Solution elementaire Considerons d’abord le cas d’une seule 
equation (N = 1) d’ordre m. Les definitions habituelles d’une solu- 
tion 616mentaire comme solution usuelle du systeme homogene ayant 
en un point une singularite d’un certain type, doivent, £ notre 



136 


avis, 6tre totalement rejet6es. Nous appeilerons solution el6men- 
taire relative au point a de R" et k l’opSrateur differential D toute 
distribution e( a ) verifiant 

(V, 6 ; 24) De (a ) = 8(«j = masse + 1 au point a. 

Cela revient k dire que, si D' est le transpose de l’operateur D, et 
si <p€ (2)), 

(V, 6 ; 25) e a .D '< P = ?(a). 

Une solution elementaire peut n’exister que localement, au voisi- 
nage de a. II y a evidemment une infinite de solutions elementaires 
relatives k a d£s qu’il y en a une : la difference entre deux d’entre 
elles est une solution arbitraire de liquation homogene DT = 0. 

Nous avons donne une solution elementaire relative k I’origine 
pour les operateurs differentials 

D = A* (II, 3 ; 19), ^1 —^*(11, 3; 22), ^(H,3; 28), 

□* (II, 3 ; 34), 3*/*Vx 2 ... *x k (IV, 5 ; 11). 

Une solution elementaire relative a un point a quelconque de R" 
s’obtient par translation puisque les operateurs consideres sent a 
coefficients constants, done invariants par translation. Pour une 
equation differentielle (n = 1) d’ordre m de la forme (V, 6 ; 20), 
la formule (V, 6 ; 21) montre que la fonction /, egale k 0 pour x< a, 
et egale, pour x^-a, a la solution du probieme de Cauchy homogene 
correspondant aux donnees initiales 

f(a) = /’(a) = ... = /<■— » (a) = 0, /«— ■*» (a) = 1 

(derivees prises au sens usuel), est une solution elementaire relative 
au point a ; e’est d’ailleurs la seule dont le support soit contenu 
dans la demi-droile x ^ a, car une autre solution elementaire 
s’obtient en ajoutant une solution de l’equation homogene, dont 
le support est 1’axe reel tout enlier (e’est evident pour les solutions 
usuelles de l’equation homogene puisqu’une solution nulle en un 
point aiiisi que ses derivees d’ordre m — 1 est identiquement 
nulle ; et il n’y a pas d’autres solutions que les solutions usuelles, 
d’apres le theoreme IX). 

Pour des systemes (N quelconque), la solution elementaire est 
definie comme une matrice e[ a ), k N lignes et N colonnes, dont les 
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N* coefficients sont des distributions e(«) et qui v^rifie l’6qua- 
tion matricielle 

(V, 6 ; 26) De( 0 ) = I*{o> ; I = matrice identique, 

ou encore, en d6tailiant la notation : 

(V,6;27) 2 M = \ ° S ‘ ' * '• 

| p |-^m ; Ar = l,...,N ( *{a) SI / = /. 

Par exemple, pour le syst£me differentiel ( n = 1) (V, 6 ; 8), une 
solution 616mentaire relative k l’origine est YC, ou Y est la fonction 
d’Heaviside (chapitre II, § 2, exemple 1), et C la matrice d&finie k 
la formule (V, 6 ; 11), car 

(V, 6 ; 28) (YC) + A YC = si -f Y ~ + YAC = 81. 
ax dx 

Une solution 6fementaire relative k a serait la fonction 

Y(x — a) C(x) C _1 (a). 

Cette solution 6fementaire ici encore est la seule dont le support 
soit contenu dans la demi-droite x a. 

Revenons au cas N = 1. Si <p est une fonction assez differentiable, 
& support compact, solution d’une Equation avec 2®membreD'9=4», 
alors la formule (V, 6 ; 25) donne 
(V, 6 ; 29) <p(a) — e (a j.4-. 

Ainsi on connaft la valeur en a d’une solution d’une Equation avec 
2® membre, si on possede une solution 616mentaire relative k a de 
liquation adjointe (*). 

(*) Nous ne saurions donner ici toute la literature relative aux solutions 
6l6mentaires. C’est avant tout le travail de M. Hadamard [1] sur le problftme 
de Cauchy qui a mis en valeur Pimportance essentielle de la solution 616meu- 
taire ; la solution 616mentaire de Hadamard, dans le cas d’une dimension n 
impaire, n’est pas prise dans le meme sens qu’ici, et n’a done aucun rapport 
avec celle que nous donnons (formule (II, 3 ; 34)). Signalons, par ailleurs : 
Zeilon [1], [2], Herglotz [1], Bureau (recherches syst6matiques et expres- 
sions explicites, pour diverses Equations, notamment hyperboliques : [t], [2], 
[3], [4], etc...), Marcel Eiesz [2] (les opferateurs de M. Ribsz, qui sont des 
convolutions avec la solution 6l6mentaire dans le cas d’6quations k coefficients 
constants, resolvent le probteme de Cauchy en 6vitant les difficult6s de calcul 
de la m6thode de Hadamard), Leray [2], F. John [1], Kodaira [1], de 
Ream [3], Garnir, notamment [3], [4], Garding [1], Schwartz [12]. 
Toute Equation aux d6rivees partielles k coefficients constants a une solution 
etementaire : Malgrance [ 1 ], [2], Ehrenprbis [1 ], Hosmandrr [1 ] , [2] 
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Noyau elementaire 

Un noyau (*)surR n est une distribution sur R" x R". Un tel noyau 
K*,5 d6finit une forme lineaire continue sur (2))*, 5, done a fortiori 
une forme bilinSaire hypocontinue sur ( 2))* X (3))' : 

(u, v ) — K x £.u(x) o(5), u e ( 6 J))x , o € (®>j. 

Alors u -*■ K.uv est une forme lineaire continue sur (2))*, done une 
distribution €(3)% ; cette distribution depend lineairement de 
v e (3))^, nous la noterons K v ; v — K-v est une application lineaire 
continue ‘L* de (2))e dans (2)')*. De m£me v -* K.uv est une forme 
lineaire continue sur (2))$ done une distribution 6 qui depend 
lineairement de u et que nous noterons u-K ; u —*■ u-K est une 
application lineaire continue de (3)), dans (3)% transpose de 
‘L, et que nous noterons L K . 

Si K est une fonction localement sommable, elle est localernent 
sommable en S(resp.x), pour presque toutes les valeurs dex(resp.£)> 
d’apr^s le theoreme de Fubini, et on a, pour presque toutes les 
valeurs de x (resp. 5) : 

(K-v) (x) = JJ f K(x, 5) v{t)<n 
(u-K) (5) = J]‘f K(x, 5) u(x) dx. 

Un noyau K est dit semi-regulier en x, ou semi-regulier a gauche, 
si ‘L k applique (2))^ dans (t) x , auquel cas e’est une application li- 
n^aire continue de (3))s dans (&)* (commc on le voit en appliquant 
par exemple le th6or6me du graphe ferme ( 2 ) : comme ‘L K est con- 
tinue de (3))^ dans <2)%, son graphe est ferme dans (3 ))f x (3)')* 
et a fortiori dans (3))^ X (!•)*). Par transposition, cela revient a 
dire que ‘L K se prolonge par continuite en une application lineaire 
continue de (8% dans (2)')^. 

De mfime, un noyau K est dit semi-regulier en i, ou semi-regu- 
Jier & droite, si L* applique (3))* dans (8 )f, e'est alors une appli- 
cation lineaire continue de (3))* dans (8)5 ;* cela revient a dire 
que ‘Lk se prolonge par continuite en une application lineaire 
continue de (8')$ dans (2)% 


(*) Voir Schwartz [ 7 J, [ 9 J, 1 10 J» f 11 J- Nous appelons ici 'Lk ce que nous 
appelions dans [ 7 J 

1*1 Voir Bourbaki f 6), fascicule XV, coroilaire 5 du theoreme 1 , page 37. Le 
th£or6medu graphe ferm6,valable pour une application d’un espace de Fr6cnet 
dans un autre, est encore trivialement vaiable pour une application d’un espace 
US 1 dans un espace de Fr^chet 
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Un noyau K est dit regulier s’il est & la fois semi-regulier en x et 
semi-regulier en Les conditions pour qu’un noyau soit semi- 
regulier ou regulier ne nous importent pas ici ( 1 ). 

Un noyau K est dit Ires regulier , s’il est semi-regulier en 5, etsi, 
pour toute S e(8')^, KS est une fonction indefiniment derivable 
dans tout ouvert de R" ou S est une fonction indefiniment deriva- 
ble. Cela entraine que K soit semi-regulier en x, done regulier. Si 
K est tres regulier, il est egal, dans le complementaire de la diago- 
nal x = 5 de R" x R", a une fonction indefiniment derivable de 
x et 5 (Soient en effet et ft 2 deux ouverts sans point commun 
de R” ; si S €(£')£ a son support dans ftj, KS doit etre une fonc- 
tion indefiniment derivable dans ri 2 , done K defmit une appli- 
cation lineaire CLk)!},,^ de (8 'q,) dans (£«,) ; cette application 
est continue d’apres Ie theoreme du graphe ferme, applicable ici 
parce que (£') est dual d’un espace de Frechet reflexif, done bor- 
nologique et complet, et (8) un espace de Frechet (*) ; K est done 
un noyau regularisant ( 3 ), done une fonction indefiniment derivable, 
dans x i^et par suite dans le complementaire de la diagonale). 
Reciproquement, si un noyau K regulier est une fonction indefini- 
ment differentiable dans le complementaire de la diagonale, K 
est trds regulier (Soit en effet S €(£')£» egale & une fonction inde- 
finiment derivable dans un ouvert ri de R", qu’on peut supposer 
relativement compact. Soit o> un ouvert d’adherence contenue dans 
il ; et soit a une fonction de (®) egale & 1 dans o» et de support con- 
tenu dans fi. Alors a S est dans ($)£, done K-«S est une fonction 
indefiniment derivable puisque K est semi-regulier en x. D’autre 
part, K etant semi-regulier en £, K S et K(1 — a) S ont un sens ; 
K etant une fonction indefiniment derivable dans w X j)w» e’est 
un noyau regularisant, autrement dit (‘L^w.Qw est une applica- 
tion lineaire continue de (E’q«) dans (£ w ), et K(1 — a) S est dans 
w une fonction indefiniment derivable. Cela prouve que K S est 
une fonction indefiniment derivable dans o> et par suite dans fl, 
done K est tres regulier). Si K est tres regulier, et si S converge vers 


(*) Voir Schwartz [7 j, pages 227-228, et [ 10 ], propositions 23 et 24, page 55 
(*) Voir Bourbaki [6], fascicule XVI II, exercice 13 d, page 36, pour la va- 
lidity du thyoryme du graphe ferme; pour le fait que (8') soit bornologique, 
voir Grothendjeck [ 4 J, page 73, thyoryme 7 
(*) Voir Schwartz [7], thyoryme 8, pages 228-229 
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0 dans (£')£, tandis que sa restriction a un ouvert Q converge vers 
0 dans (Sq), alors K-S converge vers 0 dans (2)% tandis que sa 
restriction a ft converge vers 0 dans (go) (en reprenant les nota- 
tions ci-dessus, on voit en effet que K-aS converge vers 0 dans 
(£)* puisque K est semi-regulier en x, et que K (1 — a ) S converge 
vers 0 dans (g w ) parce que K, restreint a o x est regulari- 
sant). 

Un noyau K est dit analytiquement tres regulier , s’il est semi- 
rEgulier en 5, et si K-S est une fonction analytique dans tout di- 
vert de R" ou S est une fonction analytique. Nous n’examinerons 
pas k quelle condition un noyau possede cette propriete 0) 

Definition. Soit D un operaleur differentiel sur R", a coefficients 
inddfiniment derivables. Un noyau E est dit noyau elementaire (on 
noyau inverse ) a gauche ( resp . a droite) pour D, si, quelle que soit 
?e (2))^, on a : 

(V, 6 ; 30) E-Dcp = 9 (resp. D(E-<?) = 9). 

Si E est semi-rEgulier en 5, la mEme relation reste valable quand 
on remplace 9 par Se(g')^, en prolongeant par continuite. 

Si D est un operateur differentiel matriciel a N lignes et N 
colonnes, alors un noyau elementaire est aussi matriciel, c’est une 
matrice k N lignes et N colonnes dont les elements sont des noyaux, 
et qui vErifie les memes relations (V, 6 ; 30) (E-D9 — 9, dans le cas 
d’un noyau Elementaire k gauche, signifiant 

S E ; >-Di,i 91 - 9/, pour / = 1 , 2 , ... N). 

k,l 

Si D a un noyau elementaire a gauche K, il existe an plus une solu- 
tion, appartenant k (®), de l’Equation avec second membre I) 9 - 
+€ (2)), car on a necessairement 9 — E <J>. 

Le mEme rEsultat reste valable en rempla^ant (2)) par (8'), si E est 
semi-rEgulier en 5. 

Si D a un noyau elementaire a droite E,il existe au moins une solu- 
tion de liquation avec second membre DT = <|^e(2)), car T = E 
est une telle solution. Le mEme rEsultat reste valable en rempla- 
gant (2)) par (S'), si E est semi-regulier en 5. 

Ainsi s’il existe un noyau ElEmentaire k gaucheonadestheorEmes 
d’unicitE, s’il existe un noyau Elementaire k droite on a des thEo- 

(‘) Voir de Barros-Neto et Browder [1], et de Barros-Neto [1] 
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r&mes d’existence. On congoit que l’existence d’un noyau 616men- 
taire bilatere, c. a. d.& lafois k gauche et k droite, soit tr£s utile (*). 

II est interessant deconnaitrela relation entre les notions de solu- 
tion elementaire et de noyau 616mentaire. 

Soit E un noyau semi-regulier en x. Pour tout a de R", la valeur 
au point a de E <p est une forme lineaire continue de <pe (2)), done 
definit une distribution e( a ). De plus a — e( a ). 9 = (E-<?) (a) est une 
fonction indefiniment derivable, de sorte que, dans (2)'), la dis- 
tribution e[ a ) depend du parametre a de mantere indefiniment 
derivable. II est alors equivalent de dire que E est noyau 61emen- 
taire a gauche de D, ou de dire que, pour tout a de R n , e( a ) est solu- 
tion elementaire relative au point a pour l’op6rateur transpose D ' 
de D. En effet (V, 6 ; 30) revient k dire que, pour tout a de R", on a 

(V, 6 ; 31) (E D?) (a) = <?(a), ou e(a).D<p = <p(a) ou D'e( a j = 8 (a ). 

Ainsi la connaissance d'un noyau elementaire a gauche de D, semi- 
regulier en x, entraine la connaissance, pour tout a, d'une solution 
elementaire relative a a pour D', dependant de a de manUre indefini- 
ment derivable. On demontre la reciproque ( 2 ). 

Par un raisonnement analogue, on voit que la connaissance d’un 
noyau elementaire a droite de D, semi-regulier en 5, entraine la con- 
naissance, pour tout a, d'une solution elementaire relative a a de D 
lui-meme, dependant de a de manibre indefiniment derivable ; et reci- 
proquement. C’est ainsi que, si D est k coefficients constants, et si e 
est une solution elementaire pour D relative a l’origine, sa trans- 
late de a est une solution elementaire relative a a et elle depend 
de a de maniere indefiniment derivable ; on en deduit done l’exis- 
tence d’un noyau qu’on peut 6crire e x -%, qui est un noyau elementaire 
k droite de D et qui est regulier ( 3 ) ; pour Te (S'), e x -\- T est le pro- 
duit de convolution e * T (voir chapitre VI). Nous ne detaillerons 


( x ) On voit que le noyau 6I6mentaire ne r6sout qu’iacompl6tement les th6o- 
rfcmes d’existence, puisqu’on doit faire sur le second membre une restriction : 
son support doit fitre compact. Cette restriction peut etre lev6e pour les pro- 
blames de Cauchy relatifs aux systemes hyperboliques (dans le cas de coeffi- 
cients constants, voir pages 176 - 180 . Voir aussi Malgrange[1 ),Ehrenpreis[ 1 ] 

(*) Voir dans Schwartz [ 7 ], page 228, ou [ 9 ], propositions 23 et 24, page 55, 
la caract6risation des noyaux serni-r6guliers 

(•) Voir Schwartz [7], formule (25), page 228, et [ 9 ], proposition 2, 4, 
pages 55-56 
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pas plus cette question ; disons seulement que, si N = 1, e x -E, est 
aussi noyau 616mentaire & gauche done bilat&re de D ; et que le 
noyau sym 6 trique est noyau 616mentaire bilatere de l’opera- 
teur adjoint D'. Si e est une fonction, e x ~ 5 et e^- x sont les fonctions 
e(x — 5) et e(Z — x). 

Dans la pratique, la plupart des proced 6 s donnant des solutions 
616mentaires des systemes aux derives partielles donnent en mtoe 
temps des noyaux 616mentaires r^guliers. Bornons-nous & signaler 
que, pour tout syst^me du type (V, 6 ; 8 ) (n = 1), la fonction 

(V, 6 ; 32) E(z, 5) = Y(z — 5) C(x) C 1 ( 5 ) 

est un noyau 616mentaire bilatere tres r^gulier, analytiquement 
tr 6 s r 6 gulier si les coefficients du syst^me sont des fonctions analy- 
tiques. 

Rigularite des solutions des systemes elliptiques Contrairement 
b ce que nous avons vu pour les equations differentielles ( n = 1 ) 
(th 6 or 6 me IX), une Equation aux d 6 riv 6 es partielles ( n > 1) homo- 
g£ne (B = 0) a en g 6 n£ral d’autres solutions que ses solutions 
usuelles ; elle peut avoir pour solutions des fonctions continues 
sans d^rivee usuelle, des mesures, des distributions quelconques. 
Par exemple la solution g 6 n 6 rale de l’equation (V, 6 : 22) pour 
B = 0, est 

(V, 6 ; 33) T = U + V, 

U dependant seulement de x v V seulement de x 2 ; U et V sont a part 
cela quelconques. De mfime toute Equation (N = 1) du l er ordre 
(m = 1 ) a coefficients r 6 els a tou jours des solutions qui sont des 
distributions d’ordre local arbitrairement eleve. II en est ainsi en 
general pour tout syst^me hyperbolique. II y a d’ailleurs loiigtemps 
qu’on utilise des fonctions discontinues, solutions d’equations 
hyperboliques ; mais la definition du mot « solution » est souvent 
d’une grande complication. 

II existe par contre des categories de systemes homogenes pour 
lesquelles toutes les distributions solutions sont n 6 cessairement des 
fonctions ind 6 ffniment derivables, solutions isuelles du syst&ne. 

Definition. Un operateur differentiel (matriciel) D est dit hypo-ellip - 
iique ( resp . analytique-hypo-elliptique), si T est une fonction inde- 
finiment derivable (resp. une fonction analytique) dans tout ouvert de 
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R'* oil DTesf une fondion indefiniment derivable ( resp . une fondion 
analytique). Alors toute solution T de V Equation homogene est une 
fondion indefiniment derivable (resp. une fondion analytique) ( l ). 

En analyse classique, on dit qu’un op£rateur differentiel est 
elliptique si 1’ensemble de ses termes de plus haut degry v6rifie cer- 
taines conditions de positivity (si par exemple, dans le cas d’un 
operateur du second ordre pour N = 1, 




D = 2 9i k rrr— + 2 a i 
it 3x i SXk j 


DX, 


+ b, 


la forme quadratique V g jk ^5* est definie positive (ou d6finie 


/.* 


negative). On demontre alors (theoreme de Bernstein (*)) que les 
solutions de l’equation homogene sont indyfmiment derivables, 
et analytiques si les coefficients de D sont analytiques. On etend 
cette propriety, et on montre que l’opyrateur D defini ci-dessus, en 
particulier le laplacien A ( 3 ), est hypoelliptique. On definit plusgy 
nyralcment des operateurs elliptiques d’ordre quelconque, et on de 
montre leur hypoellipticite ( 4 ). 

Theoreme XII. Si D est un operateur differentiel ( matriciel) a 
coefficients indefiniment derivables , ayant un noyau ilementaire a 
gauche tris regulier (resp. analytiquement tris regulier) E x £, il est 
hypo-elliptique (resp. analytique hypo- elliptique). Si alors T con- 
verge vers 0 dans ($'), et si DT converge vers 0 dans (&) (en par- 
ticulier si T est solution de V equation homogene DT = 0), alors T 
converge vers 0 dans (£) ( 5 ). 


(*) Le mot « elliptiques, employe dans la l or ® Edition, prfitait trop 4 confusion. 
C’est pourquoi nous employons maintenant ■ hypo-elliptique*, laissant 4 « ellip- 
tique », son sens classique 

(*) S. Bernstein [2] 

(*) Le fait que toute fondion f vferiflant, au sens des distributions, liquation 
de Laplace A/ = 0, soit indefiniment derivable, done solution au sens usuel 
de liquation de Laplace, a 6te souvent utilise dans la theorie des fonctions 
harmoniques (lemme de Weyl, H. Weyl [1]) 

( 4 ) Voir Malcrance [4], Schwartz [16 bis], Hormander [3], partie 1 11 K 
chapitre vn, 7.4, page 176 

( 5 ) Les conditions donnees dans la premiere edition ne faisaient pas iuter- 
venir les notations de la theorie des noyaux, ce qui les rendait peu sugges- 
tives. Elies etaient d’ailleurs insufflsantes : elles revenaient 4 supposer que le 
noyau eiementaire a t -.uehe est semi-regulier en x, et fonction indefiniment 
derivable dans le complementaire de la diagonale, alors qu’il faut en outre 
supposer le noyau eiementaire semi-regulier en 5, done regulier et par suite 
Ires regulier. 11 y avait en fait une erreur dans la demonstration page 138, 
lignes 14 a 4 du bas : en efTet on ne connaft pas de points au voisinage desquels 
pT est une fonction indefiniment derivable, puisque c’est precisement cette 
differentiabilite qu’on veut demontrer t 
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Supposons d’abord T k support compact. Alors, E etant noyau 
eiementaire k gauche, et semi-regulier k droite, on a T = E-DT. 
Mais alors, E etant tres regulier (resp. analytiquement tres regu- 
lier), T est bien une fonction indefiniment derivable (resp. une 
fonction analytique) dans tout ouvert de R" ou DT a cette pro- 

priete. 

Supposons maintenant T a support quelconque, et soit il un 
ouvert de R n oil DT est une fonction indefiniment derivable (resp. 
une fonction analytique). Soit u un ouvert d’adherence contenue 
dans ft, et relativement compact. Soit p une fonction appartenant 
& (2)), de support contenu dans ft, et egale k 1 dans «. Alors pT 
est. k support compact, et D(p T) est dans o> egale k DT, done fonc- 
tion indefiniment derivable (resp. analytique) ; il en est done de 
meme de pT, done de T dans <o et par suite dans ft, et D est bien 
hypo-elliptique (resp. analytique hypo-elliptique). 

Supposons enfin que T converge vers 0 dans (2)') et que DT con- 
verge vers 0 dans (&>). Alors pT converge vers 0 dans (8') et D(pT) 
converge vers 0 dans (Go,). D’apres la propriete des noyaux tres 
reguliers indiquee page 140, pT = E-D(pT) converge vers 0 dans 
($o>), done T converge vers 0 dans 8o> et par suite dans (8 q), 
c. q. f. d. (*). 

Remarque 

Nous avons utilise l’outil puissant du noyau eiementaire. On 
serait arrive au m6me resultat avec une « paramStrix k gauche » 
tres r6guli£re de D, c. a. d. un noyau rn tr£s regulier verifiant 

(V, 6 ; 34) ra • Dq> = <p + L <p , 

ou L est une fonction indefiniment derivable en x, 5, sur R n x R" 
tout entier. Si rn est une telle parametrix, a(x — 5) nr x> ^ en est 
une autre, si <*e (2?) est egale k 1 au voisinage de 1’origine ; cela per- 
met d’utiliser des parametrix nulles dans 1’ ouvert | x — 5 j ^ e, 
t > 0 pouvant etre choisi aussi petit qu’on veut. On peut d’ail- 
leurs montrer par etapes successives que, si DT est indefiniment 
derivable, T est derivable autant de fois qu’on veut ; il suffit pour 
cela de posseder des noyaux m verifiant des conditions encore 

( l ) Cette propriete de convergence peut se demontrer sans utiliser de noyau 
616mentaire, elle est consequence de la definition de l’hypo-ellipticit6 et du 
th6or£me du graphe ferme. Voir Malgrange [1 ], chapitre III, proposition 2 
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moins restrictives : au lieu d’etre une fonction indefmiment deri- 
vable, c. a. d. un noyau regularisant, L doit Etre seulement un 
noyau « ameliorant », c. a. d. tel que LT soit une distribution plus 
reguliere que T. De tels noyaux to se torment de fagon bien plus 
elementaire ( 1 ). 

II reste maintenant k voir quelques applications du thEorEme. 
1°) Soit D un operateur diflerentiel scalaire (N = 1) & coefficients 
constants, et soit e une solution Elementaire relative k l’origine. 
Alors nous avons (page 142) que ex -5 est un noyau elementaire 
bilatEre rEgulier de D. Ce noyau est trEs regulier si et seulement 
s*il est une fonction indefmiment dErivable dans le complEmen- 
taire de la diagonale de R" x R”, c. a. d. si e est une fonction indE- 
finiment dErivable sur le complEmentaire de l’origine dans R”. 

C’est ainsi que les opErateurs difTErentiels A*, ( 1 ) , ~ f 

sont hypo-elliptiques (formules (II, 3 ; 19), (II, 3 ; 22), (II, 3; 28)). 
Un opErateur parabolique , tel que 1’opErateur de la chaleur : 

est aussi hypo-elliptique, car sa solution ElEmentaire 


(V, 6 ; 35) e{x) = 


1 


2 s/ 


* X n 


exp — 


*', + < + •■•+<_. 

4 X n 


Y (Xn) 


est indEfiniment dErivable dans le complEmentaire de l’origine. 
M. Hormander a etudiE tous les operateurs hypo-elliptiques k 
coefficients constants ( 2 ). 


2°) Si D est a coefficients constants, on peutmontrer que e^-^est 
analytiquement trEs rEgulier si et seulement si e est une fonction 
analytique dans le complEmentaire de l’origine ( 3 ). C’est ainsi que 

sont dcs opErateurs analytiques-hypo-ellip- 


?z 


tiques. Mais l’operateur de la chaleur ne Test pas, car sa solution 
ElEmentaire e n’est pas analytique dans le complEmentaire de l’ori- 
gine, ou pourtant elle y est solution de l’Equation homogEne. 


f 1 ) C’est la mcthode des operateurs integraux singuliers. Voir par example 
Skklry [2], Cartan-Schwartz [1], expose 11, page 11.09, Mizohata [1] 

(2) Voir Hormander [1], et Hormander [2], parlie II, r.hapitre IV, 4.1, p .97 

( 3 ) Voir Schwartz [12], expose n° 6 
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3°) Tout systeme difierentiel (n = 1) sur la droite est hypo-elliptique, 
car le noyau elementaire bilatere (V, 6 ; 32) est tres regulier ; il 
est analytique-hypo-elliptique si les coefficients du systeme sont 
analytiques. 

4°) Si Dj et D 2 sont des opera teurs difTerentiels hypo-elliptiques, 
il en est de m6me de Dj D 2 . Car si, dans un ouvert de R n , D 2 T 
est une fonction indefmiment derivable, il en est de meme de D 2 T 
puisque Dj est hypo-elliptique, done de T ouisque D 2 est hypo-ellip- 
tique. Inversement, si D x D 2 est hypo-elliptique, D 2 est hypo- 
elliptique. Car si, dans un ouvert de R n , D 2 T est une fonction 
indefmiment derivable, il en est de m£me de Dj D 2 T, done de T 

puisque Dj D 2 est hypo-elliptique. Ainsi le fait que, dans R 2 , l’op6- 
a a a 

rateur — soit hypo-elliptique, resulte du fait que A — 1 — — est 
3Z 32 

hypo-elliptique. 

Remarques. On peut se poser les questions suivantes : 

1°) Si un systeme differentiel est tel que toutes les solutions de 
liquation homogene DT = 0 soient des fonctions indefmiment 
d6rivables (resp. analytiques), le systeme est-il hypo-elliptique 
(resp. analytique-hypo-elliptique) ? Il en est bien ainsi dans le cas 
des Equations (N — 1) A coefficients constants (*). 

2° Si toutes les solutions usuelles d’un systeme quelconque aux 
d6riv6es partielles homogene sont indefmiment derivables des 
qu’elles sont suffisamment d6rivables (resp. sont analytiques d£s 
qu’elles sont indefmiment derivables), alors toutes les distributions- 
solutions du systeme sont-elles des fonctions indefmiment deriva- 
bles (resp. analytiques) ? Nous demontrerons ce theoreme, sans 
utiliser ni noyau ei6mentaire ni parametrix, pour les systemes a 
coefficients constants (theoreme XXIX du chapitre VI). 

On congoit toutes les applications du theoreme XII dans les 
methodes directes du calcul des variations. Soit par exemple V" un 
espace de Riemann indefmiment differentiable, compact, oriente. 
On sait ( 2 ) qu’& toute forme differentielle u de degre r, correspond 
une. adjointe, w*, de degre n — r. Nous appellerons (<?6) l’espace de 

f 1 ) Hobmander [1 ), th^orfeme 3.7, page 231, pour le cas hypo-elliptique ; le 
corollaire 3.1 du th6or6me 3.2, page 217, prouve que, si toutes les solutions 
de liquation homogfene sont des fonctions analytiques, il n’y a pas d’hyper- 
plans caract6ristiques, done liquation est analytique-hypo-elliptique 

(*) Voir de Rham [3], chapitre V, et Kodaira [1 ], chapitre III 
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Hilbert des formes o> de degre r pour lesquelles fj ... J’uu* < -f- oo , 
avec le produit scalaire : 

(V, 6 ; 36) < a,p > = j'j... f a?* [*€(36), (3 € (36)] . 

Pour ces formes, on definit une derivation d et une coderiva- 
tiona, lorsqu’elles sont differentiables; lorsqu’elles ne le sontpas, dot 
et sont des courants. 

Une forme differentielle a est fermee (resp. cofermee) si, au sens 
de la theorie des distributions, = 0 (resp. = 0). Cela revient 
k dire qu’elle est orthogonale a toutes les formes differentielles 9, 
indefiniment differentiables, cohomologues (resp. homologues) k 0. 
II en resulte, d et 3 etant des operateurs lin^aires continus pour les 
courants, que le sous-espace des formes fermees de (36) est ferm6 
dans (36). 

Les periodes d’une forme fermee sont les integrates (J ... f <09*, 
lorsque 9 parcourt'un ensemble maximal de formes indefiniment 
differentiables cofermees cohomologiquement independantes. Une 
classe d’homologie dans (36), etant constituee de l’ensemble des 
formes fermees ayant des periodes donnees, est un sous-espace lin6aire 
non vide et feimi W de (36). II existe done une forme «e (3$), qui 
est la projection orthogonale de l’origine O de (36) sur W. Cette 
forme « est dans W, done fermee ; elle est orthogonale k la variete 
paraltele k W menee par O, done orthogonale k toutes les formes 
€(3(5) homolpgues k O, done elle est cofermee. Elle verifie alors, au 
sens des distributions : 

Aoj = da<«> -j- z>dw — 0. 

Mais alors, d’apres le theoreme XII, cette forme « est une forme 
differentielle indefiniment differentiable (analytique si V" est analy- 
tique) harmonique au sens usuel. Nous avons ainsi montre I’exis- 
tence d’une forme harmonique dans toute classe d’homologie par 
la methode qui nous semble la mieux adaptee au probteme. D’au- 
tres problemes de calcul des variations se traiteront de la mfime 
fa$on. D’une maniere generate, la solution des « problemes aux 
limites » elliptiques s’appuiera d’abord sur le theoreme XII (*). 


( x ) On trouvera dans Lions [ 1 ] de nombreux problemes aux limites ellip- 
tiques trait^es dans cet esprit 



CHAPITRE VI 


Produit de convolution 


Somma-irb Ge chapitre 4 tend aux distributions les propriety classiques du 
produit de convolution des fonctions sur R n ; il a une grande importance pour 
la thyorie et pour toutes sortes duplications pratiques. 

Le § 1 donne la definition usuelledu produit de convolution de a Fonctions 
feig, h —f*g = //••• f/( x — [Formule (VI, i ; 1)], ainsi que les 
propri^t^s essentielles de ce produit. 

Le § 2 donne une autre forme de la definition qui sera gynyralisable aux 
distributions: le produit de convolution des distributions S et T est dyfini 
par (S* T) . <p = (S £ ® T„) . <p(; -+■ tj) [formule (VI, a ; 4)]. Ce produit existe 
toujours si l'une au moins des 2 distributions a un support compact (theorfeme 1 , 
page 1 55 ). 

Le § 3 donne les propri6t&? fondarnentales de la convolution des distribu- 
tions : continuity (th^or^me V,page 107), associativity et commutativite (th 4 o- 
rfeme VU.page 1 58 ). La translation et la derivation sont des convolutions 
particulieres (theoreme VIII, page 169), d’ou la rbgle de translation ou 
dyrivation d’un produit de convolution (thyorfcme IX, page 160); ces pro- 
priytys, bien connues sous une forme incomplete, sont fondarnentales pour 
le calcul symbolique, la thyorie des yquations integrates ou aux dyrivyes 
partielles, la transformation de Fourier ou Laplace. La convolution est la 
seule opyration linyaire continue permutant avec la derivation (thyoreme X, 
page 1 62). 

Le § 4 ytudie la « rygularisation » : la rygularisee de T par a, produit de 
convolution T * a de la distribution T par la fonction indyfiniment dyrivable «, 
est elle-meme une fonctibn indefiniment derivable (thyorfeme XI, page 166). 
La rygularisation des distributions a des applications analogues h la rygula- 
risation des fonctions (thyoremes d’approximation). La fin de ce paragraphe 
est consacrye & des exemples elementaires. 

Le § 5 ytend le produit de convolution au cas ou aucune des distributions 
n’a son support compact. Cette extension est le fondement du calcul symbo- 
lique & 1 variable, elle est essentielle pour les applications & I’yicctricity, pour 
la dyrivation d’ordre non entier, la resolution symbolique des yquations difT 4 - 
rentielles & coefficients constants ou des yquations intygralcs. L ’extension 
analogue k plusieurs variables est la base de la thyorie des equations aux 
dyrivyes partielles hyperboliques i coefficients constants. 
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Le § 6 traito de « theorie fine » : etude des proprietes locales d’une dis- 
tribution a partir de proprietes locales de ses derivees. Ce paragraphe, qui 
pose des problemes difficiies et ne les resoud pas tous, ne sert que dans des 
questions tres speciales et purement theoriques et ne sera guerc utilise dans 
le reste du livre (sauf le theoreme XIX, page 191). 

Le § 7 donne les proprietes d'une distribution a partir de celles de ses 
regularises. Les theoremes XX (page 192';, XXI (page 19/4}, XXIV (page 
198), de nature tauberienne, sont interessants dans la theorie. La reguia- 
risation est un outil remarquable pour caracteriser les ensembles homes 
ou les suites convergentes de distributions : les theoremes XXVII (page 
ig 5 ) et XXIII (page 197) seront d’un usage constant dans la suite pour 
toutes sortes duplications theoriques. Les technicians pourront passer ce 
paragraphe. 

Le § 8 introduit de nouveaux es paces de distributions, les (IDlp), analogues 
aux espaces L p classiques. C-es espaces ont des applications theoriques et pra- 
tiques nombreuses, notamment ( 3 ) L «) ou ( 3 ') (espace des distributions 
« bom6es sur R n »). On pourra facilement comprendre et appliquer les 
theoremes sans en copnaitre les demonstrations, parfois dedicates. 

Le § 9 etudie les « distributions presque periodiques », application facile 
du § 8. Nous ignorons si ees distributions peuvent avoir des usages pratiques. 

Le § 10 donne des applications du produit de convolution aux equations 
aux derivees partielles et aux equations integrates, d’une fa^on generale aux 
« equations de convolution)) [formule (VI, io; i)|. Nous definissons correc- 
ternent la solution elementaire (VI, 10; 7) et donnons ses principalcs appli- 
cations. La formule dassique de Poisson en theorie du potential \Vl, 10; 18; 
en est un cas particulier. Le theoreme XXIX, page 210, est analogue au 
theoreme XII du chapitre v, il demontre l’analyticite des solutions des 
equations aux derivees partielles elliptiques a coefiicients constants. En 
meme temps que les fonctions harinoniques, la fin du paragraphe etudie 
les fonctions surharmoniques et donne immcdiateinent la formule de de- 
composition de F. Riesz (VI, to; 3 a), com me cas particulier d’une etude 
bien plus generale. 

Notation Si A el B soul deux ensembles de R\ nous appel- 
lerons A + B (resp. A — B) 1’ensemble des elements de R" de la 
forme x -+-y (resp. x — y), ou x^A, j€B. Si I’un des deux ensembles 
est ouvert, A -f- B est ouyert : si A et B sont compacts, A - 4 - B est 
compact, si 1 un des deux ensembles est ferme, 1’ autre compact, 
A -f~ B est ferm£. 


§ i Definition du produit de convolution usuel 

Produit de convolution de deux fonctions 

Le produit de convolution joue un role de plus en plus impor- 
tant dans un nombre croissant de domaines de l’analyse : calcul des 
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probability, calcul symboliquc, th£oric des groupes, series et inl£- 
grales de Fourier, theorie du potentiei, equations integrates ('). 

Le produil de convolution est he a la structure <le groupe. Nous 
nous placerons dans ce cbapilre sur le groupe It", mais les resullats 
sont valablcs a peu pres sans modification sur le tore T" ou sur un 
produit IV" X T"; ceux qui r*.’utilisent pas la commntalivile de la loi 
de groupe sont rneme valablcs sur un groupe de Lie (*). 

Pour deux functions /(a?) et g(x) sur II", le produit de convolution 
que nous noterons li~f*g — g*f. est une autre function sur K", 
definie par la formule 

(VI, l ; i) h(x)--JJ — • -j x—t)f(t)dl. 

Cette fonelion h nest pas definie si f el //sont quelconques. II faul 
d’abord que f et g soient sornmables sur tout compact ; ensuite il 
faul qu’elles decroissent assez vitc a l’infini pour assurer la conver- 
gence absolne de I’integrale qui definit h ; si par exomplc f est une 
fonction quelconque. g doit decroitre d’autant plus vile pour jxjinfini 
que f croit plus vite. 

a) On voit i'acilcment que si ftL p , g^V'. avec 

1 q ^ -+- 00 , ~ — 1- 1 — 1 ^ o, // exisle presque partout. et/i(L r , 

1 — 1 ^ 1 avec 

r P H 

(VI. - ; a) 

iff'"/ \ h ( x ) rdx ) r <(ff- • •/ )f(x)*dx) P ( ff- • -f '\g{x)\<dx )'‘ . 

I’in^galite devenant une egalite pour o. g^o.p — q—r — 1. 
Pour r — 00 , h existe partout et est continue ; dans ce cas, sauf pour 
p~ri o ou q 00 . h tend vers o pour ja: -*■ oc . 

b) Si I’unedes deux fonctions /. <j. est soinmable sur tout compact, 
I’autre 61 / sur tout compact, el si en outre l’une d efies esl a support 
compact, A existe presque partout ct eL p sur tout compact; pour 
/>= oo , h existe partout et est continue. 

Si f & t <7 ont des supports compacts, il en est de m6me de h. 

Remarque Si on modifie / et g sur des ensembles de mesure 
nulle, on ne modifie en rien h ; comme en general h est definie seule- 

( ( ) Pour l’6tude du produit de convolution classique, voir A.. Weil, ft], chapitre in 
C 1 ) On tfOiivoi-ji dans Miss - lj line elude du produit de convolution *nr tin groupe 
abelian localemeni compact quelconque 
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menl presque partout, le produit de convolution s ’applique pluldt 
aux classes de fonctions sommables sur tout compact, denies a un 
ensemble de mesure nulle pres, qu’aux fonctions elles-mdmes. 

Convolution d'une fonclion et d’une mesure 

On peul aussi d^finir le produit de convolution d’une fonclion 
j\x ) et d’une mesure y.; e’est line fonction h(x) donnee par 

(VI. , ; 3) h(x) = ff- l)dy.(t). 

II est un peu plus delicat d'intervorlir les r61es de / et y . ; on le fail 
souventen faisant intervenir la fonction a variation bornee qui sert 
h d^finir y. et qui est. comme nous l'avons vu. une primitive de y. 
(th^or&me II du chapitre n). Nous ecrirotis indill^rernment f»y. ou 
y*f. Ici encore /et y. doivent verifier ceitaincs conditions pour que h 
existe. / doit 6tre sommable sur tout compact. 

а) Si ftlS et si y est sommable sur R\ h existe presque partout 
el 61/, avec 

(VI. . ; 4) 

{ff--f\ h ( x )\ ,dx ) r < {ff-f\A x )\ Pdx ) p ■(//’•■ -f\M )■ 

l’in£galit£ devenant une egalit£ pour /^o. y. ^o, p~ i . 

б) Si f$\J sur tout compact, et que / ou y soil & support compact, 
h existe presque partout et 61/ sur lout compact ; si/ est en outre 
continue, h estalors d^finie partout et continue. Si p. est une mesure 
absolument continue, que par consequent nous identifions a une 
fonction g, f»y. est justement f*g. 

Remarque Bien que ce soit inoins evident que plus haul, on 
demontre que, si on modifie / sur un ensemble de mesure nulle, 
h n est modifiee que sur un ensemble de mesure nulle. 

Convolution de deux mesures 

Si maintenant y. et v sont deux mesures. il est possible de definir 
le produit deconvolution, qui esf.une mesure p.*v — v*y. (en 
utilisant par exemple les fonctions h variation bornee qui d^finissent 
y et v). 

a) Le produit a un sens si y. et i/ sont sommables, alors X est 
sommable et 

(U 5) JJ ■■■ ■■■ f\d’,.\)-{ff ■■■ f |rfv|). 

1 in^gaht^ devenant une <5galite si les mesures sont ^o. 
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b) Le produit a encore un sens si. i’une des mesures etant quel- 
conque. I’autreesta support compact. Si l’une au moins des mesures, 
fj par exemple, est absolument continue, ct peut ainsi etre identify 
a une fonction f, le produit do convolution >j.*v est une mesure X 
absolument continue, identifide a une fonction h qui est le produit 
de convolution f*v prec^demment defini. 

Le produit de convolution des mesures est utilise en calcul des 
probability ; si p. et v fixent deux lois de repartition de vecteurs 
de 11", ce sont deux mesures > o, de masse totale i ; ces vecteurs 
£tant supposes <Hre deux variables aleatoires independantes, leur 
somine suit une loi de probability dont la repartition est donnee par 
la mesure X = p.*i/; il estalors comprehensible que X aussi soit une 
mesure ^o de masse totale i. 

§ 2 Produit de convolution dk deux distributions sur R" (•) 

Definition fonctionnelle. Cas de 2 fonctions 

Nous allons modifier la definition du produit de convolution en 
faisant intervenir les definitions fonctionnelles de /, g, h, considl- 
r^es comme distributions. Calculons /i( cp), pour 9€(^) : 

(VI, 2; 1) A(<p)= ff‘“J b(x)o (x)dx 

=jf ■ -f-fj ■ '•/?<»/(* — ‘)g(‘)dxdt. 

x€R" l€R" 

Par le changement de variables x — / — £, t=zr,, nous obtenons : 

(VI, 2; 2) 9(^-4--o)/(^(ri)4dn. 

£€R B * "*'T)€R n * 

Dans tous les cas 011 nous nous sommes places au paragrapbe 1, 
le calcul est legitime, 1’integrale obtenue etant absolument conver- 
gente. Nous voyons l interet de cette formule : d’abord elle met 
directement en evidence les roles symetriques de/etjy ; ensuite elle 
s’etend aux mesures et aux distributions. Si en efl’et / et g sont des 
fonctions donnees sur R", f{f) g(r.) est une fonction sur l’espace a 
m dimensions R n xR'\ dont ebaque point (;. r,) a pour coordonnees 

r (| , r, 2 . .... r n . Au chapitre iv. nous avons design^ par 

produit tensor icl cette fonction de :m variables, et nous I’avons appelee 
/(;) 0 D’autre part, -9(0;) etant une fonction indefiniment 

derivable sur R\ o(; r,) est une fonction bien determin^e, ind^- 

( l ) On | n*ii t rf*mplae*T H" [wr mi ■'roufx* iocnlt-meiit compact. Voir Bhaconnirr 
[ 1], Bfn* if at (1] ct {2], Marianne Ocii.i.kmot [rj, Noroukt [ i ], Kiss [i] 
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liniment derivable, sur R’XR’; A(<p) n’est autre chose que le pro- 
duil scalaire dc /(c)® r, P ar fraction 9(c -Hr,)e(b) 5i 7) . 

Cette proprietc, qui dctinit /i(o) pour tout** caracterise 

enliercment A. Si done nous elondons cetle dertiiere definition au 
cas ou I’on remplace / et g par des distributions, on sera sur lorsque 
ces distributions seront des fonctions pour lesquelles le produil de 
convolution usuel sera defini de retrouver ee produil do convolu- 
tion usuel. 

Cas dc 2 distributions 

Soient alors S el T deux distributions quelconques sur R" ; le 
produit direct S^®!^ existe loujours, comme distribution sur 
fV’XR"; pour une fonction de r„ de la forme u(;)v(r,), rappelons 

jue 

(VI, 2: 3 ) (S 5 ®T^).|«(;>(y,)J=:S(/2)T(r). 

D’autre part, comme nous favons dit plus liaut, si o(x)((.'^) x , 
p(E-4-7)) est indefinimenl derivable, nut is son support nest pas 
compact, 3 auf si <p=?o: cc support est en diet compost d’une 
eunion de varietes lineaires paralleles a la « seconde bisseetrice » • 
-+- r =; o. Dans ces conditions, (Sc ® T^) . o(; -f- r,) n’aura pas de 
ens si S et T soul quelconques ; dts conditions dc decroissance a 
’infini devront elre verifiees, comme nous I’avons vu au § 1 . Mais 
:ette expression aura an sens en particular loutes les fois que le 
upport de Sc® ’l^ et celui de 9(;-+-r,) dons H"X 11 " sc couperonl 
uivant un compact (voir page 90). 

Restriction sur les supports 

Bomons-nous ici au cas ou lune des distributions, S par exemple, 
st h support compact A. Alors si o(,r) a un support compact K 
ant R\ les conditions precedentes sorit verifiees. En ell’et le support 
e S^®!'^ est conteuu dans A X R" ; le support de o(: -f- r ) est 
dflni par la relation alors tout point de l’intersection I 

e ces supports verifie liA, qH-r.eK, done r,fcK — A, et I est 
ontenue dans le compact Ax(K — A). En ulilisant la mdlhodc de 
i page 90 du tome I. nous sommes amenes a introduire une 
anction x(;), indefini-rnent d6rivable et a support compact, egale 

1 sur un voisinage de A, de sorte que. suivant les 1 ’ormules du 
hapitre m, § 7, 

(VI, a ; 4) (S . T) x . 9(.r) = (S t <g> T ) . ? (£ - 4 - r.) 

= (S E ®T,,).fa (;) ? (4 + ,)]. 
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la fonctlori x(£)cp(;-f-n) ctant celte fols-ci a support compact, et 
egale a o('-f- n) sur un voisina'gc du support de S ? & T T| . Nous avons 
pu defmir ainsi (S*T). 9 pour toute o€('i , ) J ... Si mainlcnant des 
9 / €('J)). convergent vers o dans (3))* de maniere que leurs supports 
soient contenus dans un meme compact K, alors les 
x(^)9j(; -+-r,) ont leurs supports contenus dans un compact fixe de 
R n XR n , et convergent uniformement vers o ainsi que cliacune de 
leurs derivees; comme Sc 01^ est une distribulion sur lVXlV, les 
valours de (S^ T^) . [a(;)9 ; (^ -f-7))j convergent vers o. La forme 

liueaire ainsi definic, (S * T) . o, est done bien une distribution sur R\ 

Existence et calcul 


On peut done enoncer : 

Thkorkme I Si S et T sont deux distributions quelconques sur 
R", dont I’une an moins a un support compact , 1/ existe une distribution 
bien dUerminte, appelee produit dr. convolution de S et T, noUe 
S *T ou T * S, telle que, pour toute o(cr)6('i'') J .. 

(VI, 2; 5) (S * T)*. q(x) = (S^ <8>T r ,).o(S -+-•/■,)(’). 

Nous aurons l’occasion de voir plus loin d’autres cas oil le produit 
de convolution est dofitii (§§ 5 et 8). 

Le fait qu’il n’y ail jamais aucune difficulty dans le cas de supports 
compacts prouvi- que les seules didiciilles. dans lo produit (le convo- 
lution proviennent de la croissance a linfini. et non des irregularity 
locales. Cesl tout le contraire du produil multiplicatif des distribu- 
tions (chapitre v) ; dans ce cas. le comportement a l infini u’avait 
aucune importance, seule la regularity locale comptait. De m&me 
que, pour la multiplication, nous avons £te amen^9 a supposer Tune 
des deux distributions totalement reguliere localement, e’est-a-dire 
function indefiniinent derivable an sens usuel, nous supposons ici 
Tune d ’el les totalement reguliere a l infini. c'esl-a-dire a support 
compact. 

11 resulte de ee que nous avons vu au sujet du produit tensoriel des 
distributions qu’il est possible de calculer le produit de convolution 
par deux « integrations » successives (tbeoreme de Fubini : voir 
theor&me IV du ebapitre iv) : 


(VI, 2 ; fi) 


(S * T) . 9 = (St ® T,) . ? (; -+- r) = S £ . fT, . 0(5 -t-r,)] 
= T„.[S E . ,(?-+-„)]. 


(*) Cette expression du produit de convolution itait dej& utilise pour le produit de 
convolut ion de deux mesures ; voir A WEiLfiJ, chapitre ill 
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Si S esl a support compact, alors . 9(9 -4- r.) esl une fonction 
de r„ ind^finimenl derivable -a support compact, y(r.), el Ton peul 
bien calculer . y(rt ) ; quant a T r< . 9(9 -+- r.), c’esl une fonction de £ 
qui esl indefinimenl derivable k support quelconque, ^(c), mais, S 
6tanl k support compact, on peul encore calculer . <J>(£). Les deux 
m&hodes doivenl donner le m6me r£sullal. 

Remarquons que <?(£ -hr,) est image transposie (chapilre 1, § 5 , 3 °) 
de la fonction <p(;c) dans l’application (II) de R n X R" dans R" definie 
par (£, tj) — ► £ -f 7). Done S* T est V image, tensorielle de (g> par 
l’application H [formule (I, 5 ; 6)]. Mais l’application H n’est pas 
r^gulifere & l’infini, e’est ce qui fail que S*T n’a pas de sens pour 
2 distributions quelconques, mais a loujours un sens pour des dis- 
tributions a support compact. 

§ 3 PrOPRIETES DU PRODU1T DE CONVOLUTION 

Support Th6or£me II Si S et T out pour supports res - 
pectifs A et B (Tun au moins des deux ttant compact), le support 
de S* T est contenu dans la somme A -h B. 

A -f- B est ferm£ ; soil 12 son complementaire dans R\ II nous 
faul monlrer que si 9 (#)€(!$) a son support dans 12, (S*T). 9 est 
nulle. Le support de 9(^-4- /) sur R"X R" est contenu danslouverl 
d6fini par la relation £-+- 7,^12 ; le support de S^®T r , esl identique a 
Ax B (th^or&me V du chapilre iv), done defini par la relation 
&A, r,^B, qui entralne 

^ -h 71 € A -H B ; 

alors le support de 9(9-4-/,) esl sans point commun avec le support 
de Sj: ® Tr,, et par suite (S^ T,) . 9(9 H-r) esl nul. 

En particulier si S el T sont loules deux a support compact, il 
en esl de m6me de S * T. 

Th£or£:me III Si S a pour support A, la valeur de S*T 
dans l ouvert Q ne depend que de celle de T dans I'ouvert 12 — A. 

En eflel si 9(2:) a son support dans 12, un voisinage du support 
de 9(9 -f- /,) dans R"X R" esl defini par la relation 9-4-r,€l2. L’inter- 
section 1 du support de S^©T r| avec celui de 9(9-4-/) est constitute 
de points (9, 7) v6rifianl lous £^A, done z€l 2 — A ; I esl situee dans 
le produil (ouvert) R" X (12 — A) ; on connalt done (S ; « T r .) - 9(9 -4- 7) 
si on con nail S partout el T sur I’ouvert 12 — A. 
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En particular si S est de support A petit et voisin de Vorigine des 
coordonntes, le support de S*T est conlenu dans un voisinage petit 
du support de T et la valeur de S*T dans un ouvert Q depend de 
celle de T dans un voisinage petit de th 

Continuity Theorems IV L' application qui au couple S6(8'), 

T€(8'), fait corresponds le produit de convolution S*T€(8') est une 
application bilineaire continue. 

II est evident que c’est une application bilineaire. Si S et T 
convergent vers 0 dans (S'), nous aliens montrer que S*T converge 
vers 0 dans (8') (rappelons que, pour des filtres, la convergence 
n’entraine pas que S et T restent bornes). La demonstration repose 
surle th£or&me VI du chapitre iv. pour les espaces (S'). Si par- 
court un ensemble borne B dans(S), o(;-+~r,) parcourt un ensemble 
borne B, dans (8) Si TJ . Alors si S et T convergent vers 0 dans 
(8'), S^T^ converge vers 0 dans ((/)- v et par suite Trj . ©(f-Hr) 
converge verso uniforrnement pour o (; r,)^B t ou ofcB. c. q. f. d. 

On peut encore raisonner ainsi. L’application (S, T) Sg ® Trj 
de (S')x(S') dans ({>');, r est continue; l'application Sr 0 T n S*T 
de (S') 5i „ dans (8') est continue, comrne image tensorielle (chapitre l, 
§ 5, 3")d6finie par l’application H ; (£, r,)— ► £ -f-r, de R"X H n dans.R". 
H n est pas reguliere a l’infini, ce qui n’a aucune importance pour 
des distributions a support compact. 

En ce qui concerne les topologies faibles, memes remarques 
qu’au theor&me XI du chapitre iii. 

Theorems V L'application qui au couple St(8'), Te(3)'), fail 
correspondre S * Te (3)'), est une application bilineaire hypocontinue. 
Si S garde son support dans un compact fixe , c est merne une appli- 
cation bilineaire continue (’). 

а) Si on suppose que S garde son support contenu dans un 
compact fixe A (ce qui est necessairement verifie si S reste born^e), 
on peut choisir la fonction a(£) de la formule (VI, 2 ; 4) une fois 
pour toutes. Alors si parcourt un ensemble born£ B de (2)), 
*(£)?(£ “+“ y ') parcourt un ensemble borne B t de (^)$, ^ , et nous 
Bommes. comme au pr^c^dent th^oreme, ramenes au thior&me VI 
du chapitre iv. 

б) Si on suppose seulement que S converge vers O dans (S'), et 

(*) Le fait que l’application bilineaire soit non seulement hypocontinue, mais 
aussi continue, est une consequence du theor&me general signale dans Introduc- 
tion n° 9; voir Dieudonne-Schwartz [1], p. 96, theoreme 9. 
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que T reste bornee dans ($'), nous devons employer une aulre de- 
monstration. On remarque alors que si o pareourt un ensemble 
borne B de (fX>), -+-•/]) esl une fonction de r qui reste bornee dans 

lorsque ; pareourt un compact, etil enest de meme decbacune 
de ses d 6 rivees partielles en si T pareourt un ensemble borne de 
(If*'), . <p(£ -I- r.) est bornee sur tout compaclen l ainsi que toutes 

ses derivees successives en £, done pareourt un ensemble borne B, 
de ( 8 ) 5 ; alors si S converge vers o dans (8 '), . [Tt, . 9 ^ -t- r )] 

converge vers o unifonnement pour ipfcB, c. q. f. d. 

La derniere partie du theoreme IV n’introduit qu’une 
restriction assez faible dans les applications pratiques. 

Parcontre, on peut voir que l application bilindaire est discontinue, 
si I’on considere (l-’-') topologique : si S converge vers o dans ( 8 ') et T 
dans ($$)'), sans rester bornees, S*T ne converge pas necessairement 
vers o dans (Gela provient de ce que <p(; -f- 1 ) n est pas a support 
compact). L’hypocontinuite est d’ailleurs toujours suffisante en 
pratique. Memes remarques que ci-dessus pour les topologies faibles. 

Produit de convolution et produit tensoriel Theoreme VI Si X m el 
Y n sont 2 espaces vectoriels a m et n dimensions , le produit de convo- 
lution de 2 produits tensor iels est le produit tensoriel des produits de 
convolution : si A. X €(D') X , 3*6(1)')*, C v e(T>')„, D w g(‘J)') v , alors 

(VI, 3; 1 ) (A.®C,)«(B.®D,) = (A J| .B,)®(C 7 *D,). 

Pour montrer l’egalite des distributions figurant auxdeux membres, 
il faut montrer qu’elles prennent la m3me valeur pour toute fonc- 
tion <p€(^))* iJf de la forme u(x) v(y) (voir th^or&me III du chapitre iv) : 
or c est Evident, la valeur commune des deux quantiles 6 tanl alors 

(VI, 3 ; 2 ) (A 5 0 B,j ( 8 ) C c ® D 9 ) . u(£ -+- y)v($ -h 9). 

Associativity , commutativity II n’y a aucune difficult^ k d£finir le 
produit de convolution de plusieurs distributions, pourvu que 
toutes, sauf une au plus, soienl k supports compacts. 

Th£or&mb VII Le produit de convolution de plusieurs distri- 
butions qui sont toutes, sauf une au plus , a supports compacts, est 
associatif et commutatif. 

Si, en efiet. A, B, C, sont 3 distributions, on aura aussitdt 
(VI, 3; 3) (A*B*C). 9 = (A^B^G : ).^ + r,+0. 
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L ’associativity et la commutativity montrent quele produit de convo- 
lution fait de ({/) une alglbre commutative et de ('i)') un module 
topologique sur (f '). 

Remarque En dehors des conditions precises indiqules par 
lenonce, le produit de convolution n est pas necessairement asso- 
ciatif (Formule (VI, 5; 3W 


Convolution, Translation, Derivation Theoreme VIII Le 
produit dc convolution S » T de T avec la mesure de Dirac est igal 
dT : le produit de convolution S (h) * T de T avec la masse -f- i au point 

h est la translate t a T de T; le produit de convolution — *T de T 


dT 

avec une dirivie de la mesure de Dirac est la deriv^e 

dx k 


(VI, 3;/,) 3.T = T; 
On a en effet 


$ (fc) .T = r*(T); 




*T 


dT 

i>x k 


(VI. 3; 5) (^)-T).9 = T 5 .j(S A) ; r .9(^-/:)J 

— T ? .<p(£-+-A) = T , .r_ (h (9) = - t*(T). ? . 

En faisant /t~o, onohtient en particular <5* T~T ; cela prouve 
que & est I’unite de i’algebie de convolution D’autre part si on pose 
h k — (o, o, . . . e, o, ... o), on a vu, d’aprls la definition mime du 
doublet, que 

(VI. 3; 6) lim^^ = — — , 

£ -^o e to* 


d’oii, en vertu de la continuity du produit de convolution et de la 
formule (III, 4 ; 3), 

$ 


(VI, 3, 7) = 

& X k £ ->- 0 


£ -*, 0 £ bx k 


Mais il est interessant dc donner une demonstration directe de 
cette formule Ires importante. 

(VI, 3; 8) 

(£ * T ) • ? = T r [ (i'X • 9« + ”) ] = T r (- g) = £•*<»)■ 

On voit que la derivation est une operation deconvolution. Sa 
continuity, theoreme XVIII du chapitre in, est alors un caa particular 
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u th^orfeme de continuity du produit de convolution (thyorfcme V). 
)n d^duit immydiatement du theorfcme VII la consequence suivante : 

Th^or^me IX Pour translater ou diriver un produit de convo - 
ition on translate ou dirive Vun quelconque des facteurs. 

C’est une consequence immydiate de (VI, 3 ; 4) et du fait que le 
iroduit de convolution est associatif et commutatif : 


(VI, 3; 9 ) 

T*(S#T) = S ( * ) *(S*T) = (S ( *,*S)*T = r fc S*T = S*r A T 

(VI, 3; io) 

— (S*T)z= — *(S*T) = ( / — * sVt = — *T = S* — • 
bx k bx k \Dx k } Dx k bx k 

II en rysulte que pour dyriver plusieurs fois un produit de convo - 
ition on dyrive cliaque fois un facteur, mais oil peut changer a 
haque dyrivation le facteur que I on derive. Ainsi : 

(VI, 3; ii) 

d* /c ^ d’S m „ 5’T dS dT oS dT 

~ — ~ — l ) = * 1 = S * =— — * = * • 

ox fix k OXfiX k bxfix k bXj bx k dx k dXj 

Ces formules sont naturellement bien connues ; mais elles exigent 
labitueilement pour Stre utilisees des hypotheses trfcs restrictives : 
m doit supposer que S et T sont des fonctions continuement dilTe- 
entiables au sens usuel. Autrement ces formules peuvent etre 
ausses au sens usuel et nycessiter i’adjonction de termes supply- 
nentaires ; ici elles sont toujours exactes. Un exemple simple 
llustrera bien la chose. Prenons pour S la fonction Y(cc) d’Heaviside, 
gale a o pour «^o,a + i pour x > o (cas d’une variable ; n=i), 
t pour T une fonction continue f, a support compact. On a alors, 
n thyorie des distributions : 


lors que si nous nous en tenons a la definition usuelle de la dyrivye, 
!Y 

jp es * presque partout nulle, et l’application brutale de la formule 
VI, 3 ; io) donnerait la formule fausse — (Y * /’) = — * f— o. 

On corrige habituellement ce genre d'erreurs en ycrivant que pour 
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une fonction ^(x) presentant une discontinuity de premiere espfcce, 
avec un « saut » g 0 a l'origine, on a 

( VI ’ 3: l3 ) (9 * f) ~ ff' ( x ) */'+' 9 of' 

ce qui revient a appliquer la derivation au sens de la th6orie des 
distributions. Nous evitons ainsi toutes les regies speciales aux divers 
cas particuliers, et n’avons a appliquer qu’une mSme regie g6n6rale. 

Remarquons aussi que les formules (VI, 3 ; 4 ) sont couramment 
utilises en m^canique ondulatoire sous la forme suivante. On 6crit 
la mesure de Dirac avec la notation d’une fonction : fonction de 
Dirac &(x). On ecrit d’autre part le produit deconvolution de la 
meme maniere que s’il s’agissait de fonctions (formule (VI, 1 ; 1)). 
Alors (VI, 3 : 4 ) s’ecrit 


(VI, 3 ; i 4 ) 


\m= ff - f Hx-t)/(t)dt 

i£-ff 


La convolution , combinaison de translations 

Toute distribution Se(fi') est limite, dans (fi'), de mesures qui sont 
des combinaisons lineaires finies de masses ponctuelles (th^orfeme 
XV du chapitre 111 et suite) : 

(VI, 3 ; i 5 ) S = lim^(a vy ) V. 7 > — 

Alors la continuity du produit de convolution montre que la 
convolute S#T est limite de combinaisons lineaires finies des trans- 
latees de T : 

(VI, 3 ; 16) S*T=rlimSK)- ( /,-) T: 

j V ’ 

nous avons utilise constamment de telles propriety dans un m^moire 
antyrieur(’). 

La formule (VI, 3 ; 16) suggere immcdiatement une nouvelle 
definition du produit de convolution. Soil T une distribution : sa 
translatee - h T est une fonction de h definie pour 4 (R", h valeurs dans 
1’espacc des distributions (’jV). Comme nous l’avons vu page 80 du 


(‘) Schwartz, [4J 
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tome I, c’est une fonction indefiniment derivable de A, que nous 
appellerons <fr(A). Alors, S etant une distribution sur R". espace de la 
variable A, on peut calculer . <*>(A)('V qui est une nouvelle distri- 
bution {chapitre i, § 5 . 2°); cette nouvelle distribution n’est autre 
que S*T. En efTet, pour toute on a 

<t>(A) . 9 — t„T . o — T* . o(.r -t- A), 

de sorte que 
(VI, 3 ; 17) 

[S * . <t>(A)] .o — S h .[T x . 9(x -4- A)] = (S* ® TJ . o(x -t- A) = (S * T) . 9 

d’apres la formule de Fubini (VI, 2 ; 6). Si en particular S est une 
mesure compos^e d’un noinbre fini de masses ponctuelles 

(VI, 3 ; 18) S = S«,W 

V 

on aura 

(VI, 3 ; 19) S.T = 2 = 2 

V V 


ce qui est 1 ’origine de la formule (VI, 3 ; 16). Si S est une fonction 
continue /(x), on repr^sentera /* T comrne une inoyenne ordinaire 
de translates dc T 

(VI, 3 ; 20) J-T=jj - ff -ff(h)^dh. 

Operations permutant avec les derivations Theoreme X 
Toute operation lineaire continue de (f/) dans (!J V ), permutant avec les 
derivations ]>artiellesb/bx k (k = 1.2, ... ri), estle produitde convolution 

(VI, 3 ; 21) ?£(T) = S * T 


avec une distribution fixe S€(-$') ; e.t re.ciproquement. 

La reciproque resulte de ce qui precede, c’est le theoreme direct 
qu’il faut montrcr. Par hypothkse 


(VI, 3 ; 22) 




Montrons que l operation ‘i permute avec les translations r /t , ce 
qui inversement entraiuera (VI, 3 ; 22) en verlu de (III, b ; 3 ): 


(VI, 3 ; 23 ) Tji(T)J = l(T,T) 


( l ) 11 n’y a aucune difiiculte a detinir S„.0 (h) si S est a support compact. Si 
c’est T qui est k support compact c’est un peu plus delicat : O n’est pas en efTet 
a support compact, et S A .0 (h) n’a a priori pas de sens. Mais <I> est scalaire- 
ment & support compact, car pour toute 9 e (£>), d> (h) . 9 est une fonction de h k 
support compact, et cela suffit pour qu’on puisse deflnir S . C> (h). Voir a ce sujet 
Schwartz [9], proposition 21, p. 135 



PRODUIT DE CONVOLUTION 


163 


ou 

(VI, 3; 24) r*[H(T) | . ? (x — A) =z iC(r*T) . ?(x — h), ?€(©), 

et comme le i" membre vaut U’(T). 9 (a:), nous n’avons qu’a montrer 
que la fonction numerique de h 

(VI. 3; 25) <K*) = %»T)-9(*-A) 

est, pour T et o fixees, independante de h. Nous allons montrer que 
ses dyrivees partielies sont nulles. 

(VI, 3; 26 ) 

*>■ 

Pour le 1 " terme du a* membre on a : 

(VI, 3 ; 37 ) 

en vertu de la continuity de X et des formules (III, 4 ; 1 1 ) et (VI, 
3; 22 ). Finalement on a bien 

(VI. 3; 28 ) 

± W =^ T) • [4 ?(* + ± ? (X - A)] = o. 

( X permute alors avec tous les produits do convolution avec des dis- 
tributions a support compact en vertu de (VI, 3; 16 ). ce qui inver- 
sement entralne (VI, 3 ; a3) et (VI. 3; 22 ). Posons alors 

(VI, 3; 29 ) Jf(«) = S. 

On aura si T est a support compact, 

(VI, 3: 3o) ^T) = l£(T*a) = T.^) = S-T, c. q. f. d. 

Remarque Si !X est une operation linlaire continue de (5)') 
dans ('J Y ). S est necessairement a support compact. En efl’et, on 
considerera des masses poncluellcs C V S (A>) arbitrairement grandes 
s’eloignant indefiniment dans IP; elles convergent vers o dans (SV), 
done aussi leurs transformees C v (S * ^ vV ) ~ C V (- (A ,S), ce qui serait 
impossible si le support de S n etait pas compact. S elant a support 
compact, la formate (VI, 3 ; 3o), vraie pour T€(b'), est vraie pour 
T^!^), par passage u la limite, ( 8 ') ytant dense dans (ii^). 
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Extension Nous verrons plus loin (voir page 197) que, si If est 
une operation lineaire continue de (,'i)) dans ($') permutant avec les 
derivations partielles, c’est le produit de convolution avec une dis- 
tribution €(^0- C- e theor^me general couvre tous les cas pratiques 
rencontres. Supposons par exemple que S’ soit une operation line- 
aire continue de L*(R") dans lui-mdme, permutant avec les deriva- 
tions pour les fonctions differentiables de L* (ou avec les translations 
dans tous les cas), elle est surement une operation lineaire continue 
de (a)) dans (ID'), done de la forme S(T) = S*T oil S est une distri- 
bution, qui, en general, n’est pas une fonction ni une mesure, mais 
possede la propriete : Si /€($) tend vers o dans L 2 , S */ tend 

vers o dans L*. Exemple: S==u /) ~ (pour n~ 1); l’operation 

flx)^vp- f ” est continue dans L*(‘). On peut voir que, 

J .. m x t 

dans ce cas, S est une distribution dont la transformee de Fourier 
est une fonction bornee. Mais le theor^me general n’utilise pas la 
transformation dc Fourier. 

Polynomes de derivation 

Dans toute la theorie du produit de convolution, il sera parfois 

commode d’ecrire — - pour representer la distribution — > et 1’on 
aura alors dx * 

(VI, 3; 3.) 


d T dT 
dx k dx k 


Mais dans une telle formule il n’y a pas lieu de faire jouer un 

r6le different a — et a T ; ce sont deux distributions dont on 
dx k 

effectue le produit deconvolution, et Ton pourra aussi bien ecrire 

d dT 


(VI, 3 ; 3a) 


T * --- •=■ 

bXi 


dXi 


Les polynomes de derivation (a coefficients constants) sont alors 
des distributions bien determinees : 


(VI, 3; 33) 


D — £ A p D p 


(notations du chapitre 1) ; p est un systeme de n entiers 


(*) Voir Marcel Rikbz [3J 
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>o, p t , />, p n , 2 est une somme finie. Lea A p sont des 

constantes complexes ; D est une abr^viation de 

(VI, 3; 34) D* = 2A,iy* 

et on a, quelle que soit T^^'), 

(VI, 3; 35) DT=r D*T = T*D. 

Le produit de convolution de deux tels polynomes de derivation 
se forme comme le produit des polynomes par rapport aux lettres 

A A A 

dx t dx 2 ’ dx n 

(VI, 3; 36) 

•On voit par la quc le produit de convolution d^finit sur l’espace 
vectoriel des distributions ayant pour support l’origine une algebre 
isomorplie a i’algebre des polynomes. 


§ 4 KeCL'I-ARISATION DKS DISTRIBUTIONS 


Definition Soit y une mesure, / une fonction continue (l’une 
des deux ayant un support compact). Nous avons vu au § i que 
Ton a 

(VI, 4 i 1) f < •/= (f ■ ■ ■/ fa - t ) dy.(t) = p,.f(x — t). 

Cette formule utilise la definition fonctionnelle de y, comme 
forme lineaire sur des fonctions continues ; le produit de convolu- 
tion est une fonction continue, et la formule precedente le d^finit 
pour toute valeur de x. Cette formule se generalise de la fa^on sui- 
vante. Si T est une distribution, a une fonction indefiniment 
derivable au sens usuel (Tune des deux ayant un support compact), 
a(x — t), x etant suppose fixe, est une fonction de t indefiniment 
derivable ; on peut done calculer 

(VI, 4 ; a) Q(*) = T, . %{x — t) ; 

e’est une fonction de x, qui d’aillcurs est, d’aprfcs le thdorfeme II du 
chapitre iv, une fonction indefiniment derivable, avec 


dO 

dx k 



X 


0] = T, 


A 

dx k 


Ix(x-t)]. 


(VI. 4 ; 3) 
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Mais cette fonction de x. indefiniment derivable au sens usuel. 
n’est autre que le produit de convolution T * x ; en elTet 

(VI, 4; 4) 

(T**).<p = T 5 .[aT,. 9 [(^-Hy.)] = T 5 . > // r ...J a(r,)<p(^-+-r,)dn 
= .J f • • • J *(a? — i)o(x)dx — T $ X o x . a(x — £) 

= ?,.[T 5 .«(a f -0]= Vx .», = 9.9. 

Nous pouvons done 6noncer : 

Th^orEme XI Le produit de convolution de la distribution T 
et de la fonction indefiniment derivable x, quand les conditions a 
Vinjini sont telles qu’il existe [Te(!J v ), at(^) : ou T*(8'), *€(£)]. est une 
fonction indefiniment derivable au sens usuel, appeUe regularisee de 
T par x et donnie par la for mule 

(VI, 4; 5) (T..),=T,. ««-!). ^ (T *’ ) = T *£- 

On verrait de mcmc que si Te(li Vm ), *€(3 V ") [ou Te{T/ m ), *€(6")], 
T*a est donnee par la mSme i'ormule (VI, \ ; 5) et est une fonction 
continue. 

Ge th£or&me red^montre d’une fa?on particuli£rement ylygante le 
theorfcme XV du chapitre m. Si T est une distribution quelconque, 
a une fonction indefiniment derivable a support compact, la regula- 
rise e T * or est une fonction indefiniment derivable ; si des a, 
convergent vers d dans (£') (par exemple si les v.j sont o, de 
supports tendant uniform4ment vers 1’origine, et telles que 
ff • • ■ j x.j{x) dx= i), les regularises T * x } convergent vers T dans 
( ( J y ) en vertu de la continuity du produit de convolution. La regu- 
larisatiori nous donne un procede lineaire rogulier pour approcher 
une distribution par une suite de fonctions indefiniment deri- 
vables (‘). De plus, si T est une fonction continue, scs regu lari sees 
sont des fonctions continues, qui, avec le choix des indique entre 
parentheses, convergent uniformyment vers elle sur tout compact 
(et u iiiform^ incut dans R n . si T est uniformement continue sur H") ; 
si T est une fonction m fois conlinuement differentiable, la conver- 
gence a lieu dans (S m ) puisque 


(VI, 4; 6) 


5 /rr x bl 

— (T* x)= — * x. 

dx k bx k 


(') Le Iheort-me XV du rhnpilrc in prouvait -.eulement quo loutr distribution est limit' 
I'un (litre dr fonctions indoliniment dcrivnbb-s 
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Si T est une fonction ^1/ (resp. 1/ sur tout compact) (i oo) 

la convergence a lieu dans L p (resp. L/ sur tout compact); si T est 
une fonction bornee (resp. une mesure ou une distribution d'ordre 
m ), la convergence a lieu faiblcment dans L c [resp. (1*7) ou (CD'" 1 )]. 

Naturellemenl la regularisation approclie une distribution T a 
support non compact par des fonctions indefiniment derivables a 
supports non compacts, mais celles-ci peuvent etre Ires facilement 
approch^cs par des fonctions €(!?) (par exemple par multiplication 
par des fonctions (i6('f), a supports de plus on plus etendus, egales 
a i sur des compacts de plus en plus etendus). 

Continuity Theoreme XII L'application qai au couple 

T€(® / ), *€('3)). fait corrcspondre la rdgularisde (T*jr)€(T') est une 
application bilineaire hypocontinue. 

Supposons en elTet que l’un des deux Elements r, T, resle borne, 
l’autre convergeant vers o; si x parcourt un compact, alors, consi- 
der^ com me fonction* de t, y.(x — /) est uniformement bornee si a. 
reste bornee dans (®), et elle converge uniformement vers o si a 
converge vers o dans ('i)) : done la fonction Q(x) = T * a converge 
vers o au sens usuel , uniformement sur tout compact en x, dans 
l’une quelconque des deux hypotheses ; comme il en est de meine 
pour chacune de scs derivees, elle converge vers o dans (6). 

Par contre l’applieation bilineaire, hypocontinue, n’est pas 
continue. A ce propos, et au sujet des topologies faibles, memos 
remarques qu’au theoreme XI du chapitre in. 

Le thdore.me ci-dessus s’dtend immediate me at aux applications 
bilindaires (T, x) — T « y. de (6') <S> (C) dans (6). de (€') (& (CD) dans 
(!P), de (!? /m )0 (CD") ou (C ,m ) <g> (6") dans I'espace (f.°) des fonctions 
continues muni de In topolngie de la convenience uniforme sur lout 
compact. 

Produit scalaire et trace du produit de convolution 

La forrnule (VI. l \ ; 5) nous montre que, pour T et r s, quelconques. 
pourvu que le produit de convolution ait uu sens. T(^) u est 
autre que la valour a l’origine de T*of — t). Si nous appelous 

V v .... 

o et T la fonction et la distribution deduites do o et T par une syme- 
trie par rapport a 1’origine. 

(VI, 4 ; 7) ? (*) — <r(— *) ; T(o)= T( ? ) ; f (?) = T(?), 

et si nous designons par « trace » d’une fonction continue sa valeur 
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k l’origine. Tr. f(x)~ /( o). on voit que Ton peut 6crire : 

(VI, 4 ; 8) T( 9 ) = Tr.(T.^) = Tr. 

Cette formule joue le mSme r 61 e que la formule (V. i ; 5 ); cette 
iernifcre representait T(cp) comme l integrale du produit To. tandis 
jue (VI, 4 ; 8) repr^sente T(<p) comme trace du produit de convo - 
utionT * <p. On voit ainsi que si T*9=o, quelle que soil 
T est nulle. 

L’op^ration ’ , sym&rie par rapport u l’origine. conserve £videm- 
nent toutes les structures alg^briques de l'cnsemble des fonctions et 
listributions : en particulier la multiplication et la convolution, 

(VI, 4, 9) (ST)-=Sf; (S*T)'=:S*f. 

On voit que dans une formule de produit scalaire entre fonctions 
;t distributions, oil interviennent des produits deconvolution, on 
>eut faire passer un element d’un c6te & l autre en le rempla^ant 
>ar son sym&rique : par exemple 

(VI, 4 ; 10) (A*B*C).(D*E*9*'|) 

= (a * B * 9 * <]/) . (c * D * E) = Tr. (a*B*-C* D* E* 9*^). 

(A, B, C. D, E. 9, 4 1 . doivent avoir toutes des supports compacts, 
iauf une au plus). 

La formule (VI, f \ ; 10) montre en particulier que 
(VI, 4 ; 11) (S * T) . 9 — T . (s * 9) — - S . (f * 9). 

;c qui prouve que. dans la dualite entre ('X>) et (J y ), la convo - 
itionavec S£(f/) dans ('S') a pour transpose la convolution avec S 
Ians (®'). 

On retrouve, comme cas particulier, ce qui a bt (5 dit a propos des 
ormules (II. 1 ; 6) et (II. 5 ; 2): et r h soul transposes de 

n6me que — et 

t*x k bx k 

La formule (VI. 4 ; * 1) montre encore qu’on connaitle produit de 
convolution S* T, si, pour 9^(:J n ), on connait T *9. mais ce dernier 
•roduit est donne directement par (VI. 4 ; 5 ). 

lerminons ce paragraphe par quelques exernples et forrnulcs. 
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Formu/e I Si E(x) et L(x) sont respectivement une fonction 
exponentielle et une fonction lin^aire 

(VI, 4 ; 12 ) E(x) = exp. (a i x i -i-a 2 x 2 -\ a n x n ) = exp. (a . x) 

(VI, 4; 1 3) L(x) — a l x i -+- a i x i H a n x„ = (a.x), 

on d^montre imm£dialement v en appliquant les definitions, les for- 
mules suivantes, oil interviennent des produits de convolution et 
des produits de multiplication : 

(VI, 4; i4) E(x)(S*T) = [E(x)S]*[E(x)T] 

(VI, 4; 1 5) L(x)(S*T)==[L(x)S]*T + S*[L(x)T]. 

Formule II Quelle que soit la distribution T & support 

compact, T * 1 est la constante T(i ) = jf • • • f T (formule (VI. 4 ; 5) 
avec a = 1 ). 

Plus generalemenl. si P(x) est un polynome de degre la 

formule de Taylor 

(VI, 4;. 6) P(*-0= 2 ^[D'P(0] - 

montre que 

(VI, 4; 17) T • P = T, . P(as — /) = 2 [T.(D'P)']^ 

est un polynome de degre ^ m. 

Ainsi, la r^gularis^e de T par un polynome a est un polynome 
T * a ; si Ton utilise une suite de polynomes «,■ tendant vers la mesure 
de Dirac § dans (H v ), les T * x, donneronl une approximation 
polynomiale de T. Si T etait une distribution a support quelconque, 
on pourrait sur lout ouvert d adherence compacte Q la remplacer 
par une distribution a support compact T t . dont les regularises 
T, * o.j donneraient une approximation polynomiale de T sur Q. 

Formule III L’application de la formule (VI. 4 ; 5) a x = E(x) 
montre que le produit de convolution d une distribution a support 
compact T et d une exponentielle est une exponentielle propor- 
tionnelle : 

(VI, 4; 1 8 ) E(x)*T = (T. E)E(x). 

Plus generalement on voit que le produit de convolution de T 
avec une exponentielle-polynome de degre m (produit d uue expo- 
nentielle par un polynome de degre ^ rn) est une exponentielle- 
polynome de degr£ ^ m ; le produit de composition avec une 
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combinaison linlaire finie d’exponentielles ou d’exponentielles-poiy- 
nomes est une combinaison d’exponentielles ou d’exponentielles- 
polynomes. 

Ainsi la regularisee de T par un polynome trigonometrique est un 
polynome trigonometrique (un polynome trigonometrique est une 
exponentielle ou a t , a 4 , . . . a„ sont purement imaginairos) ; eri uti- 
lisant une suite a } de polynomes trigonometriques tendant vers <$ 
dans(^ / )> on en deduitmieapproximalion trigonometrique de T. 

§ 5 PrODUIT de CONVOLUTION DANS LE CAS DE SUPPORTS NON 
COMPACTS 

Definition et prop rifles 

Soient S et T deux distributions, de supports non compacts A 
et B. Le produit de convolution de S et T a un sens bien defini si A 
et B poss&deut la propriete suivante : pourc^A, £-f-r, ire peut 
Tester h. distance Irnie que si £ et / restent Ions deux a distance 
finie. Cela revient a dire que l’applieation (E, r) ->:-+■ r. de AX B 
dans A-l-B est reguliere a I’iuirni: cela s’exprime parlc fait que, 
quel que soit le compact k, l’inlcrseclion A n ( K — B) est un compact. 

En effet soit de support compact K, I’iniersection I des 

supports de ? (c-t- y.) cl ® T,. dans H"Xir est composee de 
points (£, 7;) v^rifiant E^A, r.^B, et ; done l est compacle ; 

alors, d’apr&s ce qui a ete dit page 90 du tome I, orr peut definir 
(S^T^) . <p(^— qui sera egale a (S:& T r ) . 7.(')o(E -Hr.) ; v(£) est 
une fonction 4 gale a 1 sur un voisinage de A n ( K — B). 

La quantite (S 5 <g) T,,) . 9 (f r) ainsi definie est bien une forme 
lineaire continue sur ( 3 )), et par consequent elic delimit bien 
une distribution S*T€(‘J V ). Le support de S*T est encore contenu 
dans la somme Aq-B des supports de $ et T, qui, movennant les 
hypotheses sur A et B, est bien un ensemble forme. On volt de plus 
que le produit de convolution S*T est une fonction bilineaire continue 
de S et 1 , a a sens suivant : si des distributions S j convergent vers o 
dans ('!*)') en gnrdant leurs supports contends dans un ensemble fermi 
fixe A, et si les distributions T, convergent vers o dans ('J'') en gardant 
leurs supports contenus duns un ensemble ferine fixe B, A et B uyunt la 
iropriite ci-dessus, les distributions SVl\ convergent vers o dans (M v ). 

Commutativity, associativity 

Le produit de convolution ainsi defini est eommutatif, mais il 
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n'est pas necessairement associalif. Soient H, S, T, 3 distributions 
de supports respectifs A, B, C. L’associativite signifie que I on a 

(VI, 5; i) (R * S) *T = R *(S *T). 

On ne pourra i’affirmer que si I on peut d embl^e definir le pro- 
duit de convolution necessairement commutalif des 3 distribu- 
tions, R *S *T. 

Gela sera possible si A, B, C, possedent la propriety suivante : 
pour ;eA, r.^B, ‘^C, %-i-r, -f- ne peut rester a distance finie que si 
£, r, , t, restent tous a distance finie. Ou encore : si l’application 
(;. n, C) — ► £ r. -+- £ de AxBxC dans A + B + C cst reguliere a 
linfini. Alors, quelle que soit de support compact K, on peut 

directemcnt poser 

\VI, 5; a) (R*S*T).orn,(R.® S, ® -f-r.-f-Q, 

l’intersection des supports de Rc<S>S r ®T- et o(E-t- r-t-C) dans 
R"X R"X U" etant compacte. La valeur commune des deux membres 
de (VI, 5; i ) est alors celle de R * S * T, delude par (VI, 5; a). 

Exemple de non associafivite : si Y est la fonction d Heaviside 
(Gas d une variable, n— l), 



On vdit d’ailleurs que le produit de convolution de plusieurs 
distributions ne peut avoir surement un sens, lorsque 1’une a pour 
support l’espacc entier, que si loules les autres sont a supports 
compacts. 

Nous donnerons ici deux exemples tres importants dans la pra- 
tique, de produits dc composition de distributions a supports 
non compacts. 

Les operations du catcul symbolique a une variable (n — i) 

Nous considererons les distributions dont le support cst « limite a 
gauche » (resp. a droite), e'est-a-dire contenu dans une deini-droite 
(c, -t- oc ) (resp. ( — oo, c)), c pouvant dependre de la distribution 
consideree. Si en particuher les deux distributions S ct T sont des 
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fonctions f et g de supports contenus dans (o, -f- co), leproduit de 
convolution f*g prend la forme tr&s simple classique : 

(VI, 5; 4) h(x)= f x f(x — t)g(t)dt (done o pour x^o). 

On voit sur cette fortnule que h existe toujours, les comportements 
de f et g pour x oo sont sans importance. Mais les remarques 
faites ci-dessus montrent que plus generalement le produit de 
convolution d un nombre fini quelconquo de distributions a supports 
limits & gauebe a toujours un sens; car une somme de nornbres 
bornes inferieurement ne peut rester bornee que si tous restent 
bornls. 

Remarquons que si T est une distribution a support limits a 
gauche et 9 une fonction indefiniment derivable (au sens usuel) a 
support limits a droite, le produit scalaire T . 9 a un sens, car les 
supports de T et 9 se coupent suivant un compact. Nous sommes 
done amends a poser les definitions suivantes : 

a) (3) + ) [resp. (2) -)] sera l'espace des fonctions 9 indefiniment 
derivables (au sens usuel) a support lirnite a gauche ( resp. a droite); 
on introduira dans (3),) la topologie lirnite inductive <les (8 (1 .. x ,!, 
oil (S (c . + *>) est l’espace des fonctions 96^8) a support dans (c, i 00;, 
muni de la topologie induite par 8 ; 

b) ('D' r ) [resp. ('JV_)] sera l'espace. des distributions e(‘J)') a 
supports limites a gauche (resp. a droite). On introduira dans (‘j)', ) 
la topologie limite inductive des (tJ)' lc . x( ), oil .3) lc 4 xl ) est le sous- 
espaces de (3)') forme des distributions a support dans 'e, 4- oo\ 
muni de la topologie induite par (U)'}. 

Alors (2)' + ) est le dual de l’espace i^J) ), e’est-a-iJire l’espace des 
formes lineaires continues sur (‘J) ); d’aillcurs (3). ) est anssi le dual 
de (fl>' + ). (i). 

On demontre alors que (*&_) et (L*V» ) sont en dualite forte r^ciproque 
et possfcdent les differentes propri^tes donnees au chapitre m pour 
(li)) et (2)'). De meme (iD^) et (:j)l) sont en dualite forte reciproque. 

Theorems XIII Le produit de convolution des distributions 
€(S)+) est associatif ct commutatif. Le support de S * T est contenu dans 
la somme A-f-B des supports de S et T. V application qui a S et T 


( l ) Voir pa ) te 90 
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fait correspond re S * T esl une application hilineaire dont la 
restriction a (D' (c + J x (©V, J est continue. 

Demonstrations analogues a celles des paragraphes pr^c&ients. 

L introduction de Pespaee (0’)' + ) X (D'j.) donnerait lieu a une 

function bilineaire hypocontinue, inais discontinue, comme au 
th core me V. 

Pour T6 (ii v .) et 9€(!-D_), la symetrique 9 est et Ton a encore 

(VI, 4 ; 8) T(<?) = Tr. T*(<p) = Tr.(T *9), 

la regularisee T* 9 etant une fonction U application bilindaire 

(T, a) — * T * a de ( 3 )+) X ( 3 ) + ) dans ( 5 D + ) est hypocontinue. 

L’espace (Lp*) est une algebre commutative, comme (£'). La 
nrcsure de Dirac S est son element unit£. 

TnKOhfeME. XIV L'algbbre (^V) n a pas de diviseurs de o 

On sail en effel que le produit de convolution f*g de deux fonc- 
tions continues a supports limitcs a gauche ne peut et.e ~o que si 
l’une des deux est=o('). II faut d^montrcr la merne proprilte pour 
deux distributions S et T de ). 

Soient x et deux fonctions =~A o de ; de S *T == o on d&iuit 
(S * a) * (T * ( 3 ) = (S * T) * (a * $)=z o. 

Mais S * x et T * (5 sont deux fonctions continues a supports limits 
h. gauche; leur produit de convolution £tant nul, Pune d'elles est 
nulle, par exemple S**. Alors quelle que soit 9€(J?_), 

(S* 9) * a r=r (S * a) * 9 = O ; 

comme S * 9 et a sontdeux fonctions continues, Pune d’elles est nulle, 
et comme, par hypoth&se, x n’est pas nulle, S * 9 est nulle ; alors, 
d’apres (VI, 4 ; 8), 8(9) est nulle pour toute 9, done S estbien nulle, 
c. q. f. d. 

Cette propria trfcs importante est speciale au cas de deux distri- 
butions dont les supports sont limits du meme cdte ; elle est a 
fortiori verifi^e pour deux distibutions de supports compacts, (8') 
n’a pas de diviseurs de o. Par contre le produit de convolution de 


(*) Ge theoremc a cte demon tre d’abord par Titchmarbh [a] page 337, puis par Cauii 
[I] et Dufresnoy [I], Mikusinski [7], 

(Vest Ful' re 1 lirurrme <jne M. Miki sivski dans [2], (3J. base une Ihfiitif analogue 
a crlle des distributions 
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deux distributions, I’unc €('5 V ), l’autre €(b'). pent etre nul sans 
qu’aucune soil nulle : ainsi 

lr" I'" "' 


L’etude du produit de composition dans ('J v . ) et des equations 
auxquelles il donne uaissance se fait habituellement par la transfor- 
mation de Laplace ; elle constituc le calcul symbolique. 

Application : derivation d'ordrc non entier. 

Prenons comme distribution particuliere do (‘J v . ) la distribution Y m 
definie a la formule (11. 2; 3i). Y m (o) pour o€(j\_) fixee est une 
fonction holomorplie enliere de la variable complexe m ; on peut dire 
aussi que Y m est une fonction holomorplie entiere de rn a valours 
dans (!J>V ). 

On a la formule de convolution suivante : 


(VI, 5; 6) 


y,*y,=y,„. 


En eflet cette formule est evidente si p ct <7 sont des nombres 
complexes de partic reelle > o. car alors le symbole Pf. est inutile, 
Y p et \ n sont des fonctions, et la formule precedente s’ecrit: 


(VI, 5; 7) f 


(x — ty-'tr' ,, 

' IW(7) ' ~~V(p + q) 


poui 


X 


o, 


ce qui est une consequence classique des proprieties des fonctions 
eullriennes. Alors les deux fonctions holomorphcs de p et 1/ 
V p *Y, ; et Y,_,, qui sont egales pour .»!/> et .ftq > o. sont egales 
quels que soient p el q. 

La formule (VI, 5; perinet. pour //> quelconque, d’ecrire Y m 
sous la forme Y*" 1 puisquc. pour rn entier. r est la puissance rn'*"” 
de Y dans 1 algebre ). Nous pouvons alors defmir la primitive et 
la diSrivee d’ordre complexe. rn . de T, par les formules 

(VI, 5; 8) I"T = Y m *T; D"T -= Y_ m * T. 


On a les formules suivantes, consequences de (VI, 5 : 6): 

(VI, 5; 9 ) 

P(PT) = I*** '/(TV : D''(I)''T) - IV’ ■ 'T : D m (l' 7 ‘TV . I W (I)'"T)~ T 

On retrouve des formules classiques qui liabituellernent exigent 
des hypotheses restrictivcs sur la derivabilite : voir (V I, 3; id) , 
mais qui sont valables sans restriction. Pour toule distribution a 
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support limite a gauche, l^T depend conlinument de la distribution 
a int4gier T et analytiquemcnt de 1’ordre d'integration complexe m. 

Pour rn cntier > o, D m S est bien la derivee ordinaire, a cause de 
la 2* formule (II, 2; 3i). I m S n’est pas n’importe quelle primitive 
de S: c’est la seule qui soit a support limite a gauche; toute autre 
diflfere de celle-ci d un polynome de degre m — 1 , done a neces- 
sairemenl un support illimite a gauche (voir aussi formules (VI, 

5, 24 )]. 

On voit sur ces formules que la derivation et Integration des 
distributions ) sont des operations dc memo nature : ce sont des 
operations de convolution 

Si I’on voulait definir les memes notions pour des distributions a 
support limite a droite, il faudrait considerer les distributions 
(Y) m = (Y m ) Y et definir la puissance m ,6,ne des operateurs ( — I) et 
( — D) par 

(VI, 5; 10 ) ( — I) m S= Y m *S, ( — D) m S = Y_ m * S. 

Les deux operations peuvent etre a la fois definies si S est a sup- 
port limite a la fois a gauche et a droite, c est-a-dire compact. II en 
rdsulte en particulier, cn faisant/n= 1 , que, si S est une distribution 
a support compact, sa seule primitive a support limite a gauche est 
Y*S, et sa seule primitive a support limite a droite est — Y *S. 

Gela nous donne un nouveau procede pour trouver une primitive 
d’une distribution quelconque T (chapitre 11 , 5? 4)- Nous choisirons 
une fonction quelconque a, indefiniment derivable au sens usuel, 
4gale a o pour x — c, a 1 pour x ^ c > o ; et nous poserons 

(VI, 5; 11 ) S ~ aS H- ( 1 — x)S; 

aS a son support limite a gauche, et ( 1 — a)S a son support limits 
a droite. line primitive particuliere de S sera alors 

(VI, 5; 12 ) (Y*aS)-f-[— Y*(i — a)S]. 

Ce proc4de s’etend aussitot a la recherche, dans IV*, d’une solution 

de 1 equation --r=S: on remplace Y par la mesure lin4aire 

Y Xi x ^ = Yj (formule (IV, 5: 9 )], et on utilise la m£me 
fonction a(a? t ). 

Si maintenant nous posons 

(VI, 5; i3) 


Y*— [exp. (ax)jY m . 
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la formuJe (VI, 4 ; i4)> jointe a ( VI, 5 ; 6), montre que V on a aussi 

(VI, 5: ib) «Y P .«Y, = „Y d’ou «Y m = („Y)*", 

Posons alors, quels que soieut le nombre cornplexe m et la distri- 
bution Te(^'.)» 

i ImT y # r r 

/in - c\ S * a' m 1 

(VI, 0; I 5) ) IVm^T y ry 

\ a 1 a 1 — m 1 ’ 


les operateurs a I m et a D m sont encore du type des integrations et 
derivations d’ordre cornplexe. Mais on voit immediatement que 

(VI, 5; 1 6 ) a Y_, = [exp. (ax)]^ — <$' — ab, 

de sorte que lop^ration a D est la derivation compos^e 

(VI, 5;. 7) « DT = S~ aT 

et a D m est la puissance m"""* de l’op^ration a D. En particulier si m est 
un entier ^o, T — u l m S est l’unique solution a support limite a 
gauche de liquation diflerentielle de degr£ m 

(VI , 5;l8) (£-«)'t = 3. 


Le procede indique aux formules (VI, 5; i i et 12 ) en donnerait 
une solution dependant continument de T, meme si T est a support 
quelconque. 

Ce procede peut d’ailleurs s etendre aux equations difTerentielles 
a coefficients non constants, rnoyennant une generalisation du pro- 
duit de convolution de Volterra. D autre part, en utilisant dans B” 
les produits directs, on generalises les formules du chapitre iv, § 5. 
ex. 3, en derivations d ordre non entier par rapport aux diverses 
variables x t , x 2 , . .., x n . 11 scrait d’ailleurs facile de multiplier les appli- 
cations de ce paragraphe au caloul symbolique des equations diffe- 
rentielles, de simplifier (ou de rendre correctes) les formules d’usage 
courant et d’en trouver de nouvelles. 


Les operations du calcul symholique d plusieurs variables 

Nous nous contenterons de quelques indications. Soit V un cone 
(e’est-a-dire un ensemble de H* qui est reunion de demi-droiles 
issues d'un meme point. T peut etre reduit u 1 demi-droite ou 6tre 
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un volume conique) de sommet origine, ferm6, convexe, tel qu’il 
existe au moins un hyperplan passant par son sommet dans lequel 
il n ait pas de generatrice. Nous appellerons support « limite a 
gauche par rapport a P » un support contenu dans un translate du 
c6ne T ; support limits k droite par rapport a P un support contenu 
dans un translate du symetrique — P=P de P. 

Le produit de convolution de distributions en nombre fini quel- 
conque a supports limites a gauche est alors possible; il est asso- 
ciatif et. eommutatif. 

Theoremk X IV his L'alpehrc {-B^ p) n a pas de diviseurs 
de O. 

La demonstration de ce theoreme figure dans Lions [?.]. 

On voit aussi que le produit de convolution d’un nombre fini 
quelconque de distributions a un sens et est associatif et eommutatif, 
si\outes ces distributions, sauf une au plus, appartiennent a (2>' +r ), 
celle qui Sventuellemcnt n’appartient pas a r ) ayant un support 
qui coupe tous les K — P, K compact, suivant des compacts (par 
exemple un demi-espace convenable). 

Ces considerations sont le veritable fondement de la th^orie des 
Equations aux ddrivees partielles a coefficients constants du type 
hyperbolique normal (et meme a coefficients non constants, en 
gdneralisant le produit de convolution de Volterra). Le edne P est 
alors le volume conique d’^quation 

*n>o, xl — xl — x] 

Si nous consid^rons alors les distributions Z m de M. Marcel Riesz 
[formule (11, 3 ; 3 1 )j , elles appartiennent toutes a (iB', r ) et Z m est une 
fonclion holomorphe entire de la variable complexe m & valeurs 
dans (iB'^ r ). On a la formule de convolution suivante : 

(VI, 5: i q) Z r *Z q = Z p ^ r 

Lorsque p et q ont des parties reelles > n. Z p et Z q sont des 
fonctions continues, le produit de convolution se calcule par une 
integrale usuelle, et la formule ci-dessus est une consequence des 
proprietes des intcgrales euleriennes(‘) ; elle est done vraie pour p 
et q quelconques, les 2 membres etarit des fonctions holomorphes 
de p et q. Compte tenu de (II, 3 ; 32), la formule (II, 3 ; 33) 
est alors un cas particular de (VI. 5 ; 19 ) pour /> — — 2 k entier 
pair ^ o. 

O C’est cette formule de eon volul ion (otpndue aussi par prolongement analytique) 
qu’utilise M. Marcel Riesz dans la resolution du probl6me de Cauchy pour 1’equation dea 
ondes. Voir M. Riesz (aj, p. 3a-33 
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Nous pouvons alors £crire : 

(VI, 5; 20 ) Z, = Z, Z m = Z-, Z_ lm = (V$)* m =V* m 

? Pf. ($*"-"). 

n 1 2 jm -T(m)l|i+m — 

Nous sommes amends h poser, si T a son support dans le demi- 
espace x n o (ou plus g&ieralement si son support coupe les trans- 
lates du cdne — T suivant des compacts) : 

(VI, 5; 2 i) J m T == Z 8m * T ; V-T^Z.^T. 

Les op^rateurs d’int<%ration et de derivation J m et V m ont les 
m 6 mes propriet^s que l m et D m [formules (VI, 5; 9 )]. Pour m 
entier > o 

(VI, 5; 22 ) J m T 

est la seule solution T de liquation des ondes it<§r<5e, a second 
membre S, 

(VI, 5; 23) V m T == S, 

qui ait son support contenu dans le demi-espace x n '^.o. En eflet, 
si S et T ont leurs supports dans ce demi-espace, et si m est 
complexe quelconque, (VI, 5 ; 22 ) et (VI, 5 ; 23) sont ^quivalentes, 
comme on le voit par application de (VI, 5 ; 9 ) : 

^m r p g q Jmg 

Jmg __ q V m J m S — S V m T 

Les operateurs J m donnent la solution du problfeme de Cauchy 
pour les equations des ondes. En eflet, comme nous l’avons vu au 
chapitre v, § 6 , le probleme de Cauchy pour l equation (VI, 5 ; 23), 
avec une solution T qui soit egale a une fonction definie pour 
x n ^.o et des donnees initiates sur l’hyperplan x a = o, revient & la 
resolution dune Equation modifide de (VI, 5; 23) : 

(VI. 0 ; 25) V"T = S+-H, 

oil II est une distribution connue, portee par l’hyperplan x n =o, 
dependant des donnees iniliales. L’unique solution T, distribution 
definie dans ll n , a support contenu dans le demi-espace x n ^ o, est 

(VI, 5; 26 ) T = J*(S + H). 

Elle sera bien solution du probleme si S et H sont assez r^gulikres 


(VI, 5; a4) | 
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pour que T soit une fonction continue pour x n o avec ses d 6 riv£es 
d'ordre ^ am — i. L’absence de diffusion des- ondes (principe de 
Huyghens) pour n pair > am provient de ce que le support de Z^, 
est la surface du cdne d’ondes. 

Si maintenant nous developpons suivant la formule du binome 
les puissances de V — XS, ou X est un nombre complexe, nous obte- 
nons formellement : 

(VI, 5; 27 ) (V— 

= s ( - 'fe ’L - ■ ) ■ (- "» =* + D ( _ , « 

k k • 

La s^rie du 2 * membre est bien convergente dans (2)* r ), quelque 
soit m complexe, car pour k assez grand, ^7 H ~ m ~ k> = Z Mm ^ k) est une 
fonction continue, et son expression (II, 3; 3i) ou (VI, 5; 20 ) 
dcTune immediatement une majoration (classique dans la theorie des 
Equations integrates de Volterra) qui rend la serie uniforntement 
convergente sur tout compact de R\ Les relations alg^briques entre 
coefficients du binome donnent alors 


(VI, 5; 28 ) (V— X 8 )*'*(V — x&)*«=(v_ 

ce qui, h posteriori, justifie l’^criture (V — X$)* m . On oblient 
ainsi des distributions liees a la resolution des equations du type 
« ondes amorties » VT — XT =r o. Le calcul donne immediatement : 


(VI, 5; 29 ) — (V— xS) #< - m> 

Pf. s Sm ' n 

n * T(m)i m ~ 


\s^ k 

4 


k\r k 


m 



etant entendu que, pour les valeurs singulifcres de m, la distribution 
reste continue en m et s’oblient par passage a la limite. Pour X reel, 
on obtient(‘) 


(VI, 5 ; 3o) 


v — [*L! 1 

® n — 1 m 

n 2 r(m)a 



X 


Pf .s m 2 


Pf./ S J 


(\/\s) 


pour X > o 
pour X < o 


C) M. Riesz [a], p. -89-90, effectue ce calcul d’une maniere « svmbolique ». Nous 
voyons ici qu’il est rigoureusement justifie et constitue une veritable m^thode permettant 
de passer d’une equation aux d^rivees partielles i une autre 
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I et J etant des fonctions de Bessel. Pour \ — o on r£obtient 
(VI, 5; 20 ). 

Par ailleurs la solution ^Iementaire relative & l’op^ratcur 
(V — X< 5 )*(V — y.S) s’obtient par decomposition d’une fraction en 
foments simples : 

(VI, 5; 3i) 

[(7 _ tf j . (V - = -!- [( V - x8)*‘-> - (V - ^)*<->] 

ou 

(VI, 5; 32) 1A V* <-0 ==- - (^7* <-, > — ^ v *<“'>) . 

A LL 


§ 6 Application du pkouuit dk convolution a l*kti:dk de 
l’integhation 


Application a la recherche des primitives 

Le produit de convolution permet de resoudre a nouveau d une 
fa^on complete le probleme de l’integration des distributions. Nous 
avons vu [formule (VI, 5 ; 12)] comment il donne une solution par- 


5 t 

ticuli&re de liquation — = S ; il donne aussi l’indetermination du 

. dT 

probleme, car si une distribution T verifie =0, toutes ses regu- 
larises T*a, ae(^D), sont des fonctions qui verifieftt 


^ / r T' \ ^ I „ 

— ( 1 *a)— - * a — o, 
dx t v ' fix, 


ce sont done des fonctions continues ind^pendantes de x t au sens 
usuel ; on a done, quelquesoit h = j h r o, . . . o j , t a (T *7.) — T* x = 0, 
ou, d apres le theoreme IX, (t a T — T)* x = o, ce qui prouve que 
t*T — T=r=o, e’est-a-dire que T est invariante par translation paral- 
lel & 1 axe des x J (theoreme IV du chapitre 11). Si de meme T est 
une distribution dont toutes les derivees premieres sont nulles, toute 
regularisee T*a est une fonction continue dont les derives pre- 
mieres sont nulles, done une constante ; alors T, limite de ses regu- 
larises lorsque a tend vers S dans (8 ), est limite de fonctions 
constantes, mais les fonctions constantes forment un sous-espace 
vectoriel a 1 dimension de ( 2 )') done ferm 6 , et T est une fonction 
constante. 
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Mais le produit de convolution va surtout nous donner les pro- 
pri^tes d'une distribution T dont on sait que les d^rivdes parlielles 

— = S t , — = S a , ... — = S„, possfcdent certaines propri^tls 

de regularity locale. 


Distributions dont les dirivies premieres sont des mesures 

Nous nousappuieronssurunlemme dymontry par M. SobolefF(') : 

Lemmb Si /(*) est d support compact, el cl/, p ^ i , et si 
o<JX < n, le produit de convolution <?(x) = (i/r)* * f appartient d 
h q sur tout compact, d&s que 

(VI, 6; i) — ^sup(^— , oV — = — -h— r. 

9 V 9, / 9, P * 

11 n’y a exception que pour : i i X 

a) p = i . Alors g(Af, sur tout compact, dks que — > — = 

9 9, n 

Mais alors la propriiti reste vraie si on r emplace f par une 
mesure. 

b) — = o, X =£ o. Alors g$L q sur tout compact pour tout q fini. 
Dans tous ces cas on a, sur tout compact, des majorations : 

(VI, 6; 2 ) llvll, < Cll/ll,. 

la constante C dipendant de q, da compact sur lequel on majore g , et 
du support compact de f. 

Remarque On peut supprimer toutes les restrictions « & 
support compact » ou « sur tout compact » ; si /(a?)C I/(R"), alors 

ocL*(R"), avec cette fois l egality —m — , saufpourp=i ou — ^o, 

9 9, 9t 

ou aucune conclusion globale n’est possible. 

On peut alors g^n^raliser com me suit le thyorfcme VII du cha- 
pitre ii : 

Th£or£:me XV (Kryloff)(*) Si les dirivies premieres S, de T 
sont des functions cl/ sur tout compact , alors T est une fonction 


(') SOBOLKFF [3] 

( l ) Voir K&yloff [t]. Le thcoreme d^montr^ par Kryloff est uniquement relatif au cas 
l’on sait d’avance que T esl une fonction, mais le genre de difficult^* esl le m6me. 
Notre demonstration est tres analogue k celle de Kryloff 
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€L* sur tout compact, d&s que 


-->sup(— , o\ — r= — 
<i \?« J <h P 



et T est unc fonction continue si p> n ou p=n = i . 

II ny a exception que pour : J l 

a ) p = i , n i . Alors T€L* sur tout compact, dks que — > 

Mais alors ce rdsultat subsiste si les S, sont des mesures. ? 

b) p = n=£ i. Alors T est une fonction dont toutes les puissances 
finies sont sommables sur tout compact. 

i* Supposons d’abord que T soit k support compact. Consid^rons 

ia somme : 


(VI, 6; 3) 



N 4tant la constante de la formule (II, 3; io). Cette expression 
vaut, d’aprks (II, 3; io) 


(VI, 6; k) 



- — L_\*— * T = 
N r""7 dx. 


A* 





T. 


P’ou: 

(VI. 6:5) T = ^s(^*S<) 


Pour n = 2 , il faudrait remplacer — -rr-r - , par — log— > 

r N r n 1 r 27r ° r 

et, dans (VI, 6 ; 5), — par — • 

IN 27T 

On v^rifie, d’ailleurs, que la distribution trouv^e admet bien les S; 
comme d^riv^es partielles : 



X ’ 

Comme les S, sont par hypothkse des mesures et que les ~ sont 
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des fonctions, T est une fonction. De plus, si jz est une mesure 


^ o majorant toutes les mesures S„ comme on a 




raajor^e par C( — \ » jz, et (’application du lemme de M. Sobolefl', 


suivant ies diverses hypotheses sur les S f , ou, ce qui revient au 
meme, sur fz, donne les resultats du theoreme. Cependant, dans le 
casexceptionnel 6), la continuity de T nesaurait resulter d une simple 
majoration, pour p>n; mais comme S,^L P et (x,/r’ , )eL p sur lout 

compact, avec — — l — - ^ i , la continuity rysulte de ce qui a yty 

P P 

dit a propos de (VI, i ; a). 

a 0 Supposons maintenant T a support quelconque. Soil y une 
fonction 6(2)), egale a -f- i sur un voisinage de l’origine. Au lieu de 


' l 


nous utiliserons la fonction y/r" 2 . 


(VI. 6 ; 7) 

1 t \ = _ 1 r a t 

N r"“ */ N L r"-* 




ou £6(2)). puisque — ~ n’est singulifcre qu’& l’origine, oil les d^riv^es 

P y 

de y sont nulles. Nous avons substitue a la solution yiymentaire de 
liquation de Laplace une « param^trix » h support compact (tome I, 
page 139 ). 

(VI, 6 ; 8) 

Y — / L JL.\* s_ ^ + 

ttoi l Nr-*/ 1 ^ N r"-‘/ * ' 

et comme £*Te(8) (thyorfcme XI), l’etude locale de T est ramenee a 
celle du i ® r membre. Mais les quantitys — sont majorees par 


bx t \r‘ 

-^-j^etles S, sont majorys par une mSme mesure fz^o. Pour 

l’ytude de T sur un ouvcrt Q d’adherencc compacte, les produits de 
convolution du i* r membre de (VI, 6; 8) ne font intervenir, puis- 
que y est a support compact, que les valeurs de S t sur un ouvert 
d’adherence compacte (theoreme III), ce qui revient a supposer p. k 
support compact ; nous sommes encore ramenes au lemme de 
M. Soboleff. 
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En prenant Ie support de v assez voisin de l'origine, on pourra £tu- 
dier T en fonction des S, Iorsque ces distributions ne sont definies 
que dans un ouvert Q de R\ Le theoreme a un caractere purement 
local et se transporte, par consequent, sur toute vari^t^ indefiniment 
differentiable V* avec des modifications convenables. 


Remarques i° Si les S f , a supports quelconques, sont dans 
L P (R' 1 ), la fonction definie au a* membre de (VI, 6 ; 5) existe et 

appartient & L 7 (R n ), — = -^ sauf pour p= i ou p ^ n, cas 

ou Ton ne peut rien conclure de global. Alois cette fonction admet 
encore les S. comme derivees premieres (’), done elle est egale a T a 
une fonction constante pres; on sera par exemple s£ir qu’elle est 
£gale a T elle-m6mc si T converge vers o a 1’infini ou ^L r , r fini 
quelconque (ou si T est une « distribution convergeant vers o a 
Too », voir § 8). Dans le cas oil p > n, le i" membre de (VI. 6 ; 8) 
est borne sur R" en vertu de l’inegalile de Holder, done T elle-meme 
est une fonction continue bornee sur R n toutes les fois qu’on sait 
qu’il en est ainsi de C*T, par exemple siT^L^R' 1 ), r ^ i quelconque 
(ou si T est une « distribution bornee sur R" », voir § 8). 

2 ° Le theoreme se generalise aux ensembles bornes et suites ou 
filtres convergents de distributions. Si les derivees premieres des Tj 
convergent vers o dans 1/ sur tout compact, les T, sont sommes de 
constantes C j et de fonctions fj convergeant vers o dans L 7 sur tout 

compact, — — (avec les cas exceptionnels signals). C’est 

encore la formule (VI, 6 ; 8) qui le montre ; le i" membre converge 
bien vers o dans L 7 ; et au a' membre, les = sont des fonc- 


tions continues dont les derivees premieres S kj 

dx k 


convergent 


vers o uniform^menl sur tout compact, de sorte que les g i sont 
sommes de constantes Cy = ^(o) et de fonctions continues 
convergeant vers o uniformernent sur tout compact. Extension aux 
propriety globales sur R" comme au theoreme XV. On utilise sou- 
vent cette propriety sous la forme : 


Si les Tj convergent vers o dans (!j)') 


C) 0° le volt en remarquant que les calculs (VI, 6 ; 6) conservent un sens, d’apres le 
theoreme XXVI qui sera vu plus loin / - €('i)') L *i k > nfi.\ 
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convergent vers o dans U sur tout compact, les Tj convergent vers o 
dans L 7 sur tout compact, i 1 ). 

3° Si les Si sont des fonctions, T est (th^orfeme V du chapitre u) 
absolument continue sur presque toutes les droites et admet les S, 
presque partout comme d^rivees usuelles. 

4° L’exemple de la fonction i /r x ( o < * < n) montre que la borne 

— — est la meilleure possible. L’exemple de la fonction 


log 


k < i — » 

n 


(n>i), 


montre que, pour p = n, on ne peut prendre q= oo . 

Par contre, je n’ai pas de contre-exemple prouvant que, pour 

p — i, on ne peut pas prendre — = i — • Cette valeur de q est 

done peut-etre encore acceptable, bien que cela ne r6sulte pas du 
lemme de M. SobolelT. 

Conditions de Lipschitz. 

On dit qu’une fonction f(x)i L p satisfait a une condition de 
Lipschitz dans L p , d’ordre s , o ^s i, s’il existe une constante K 
telle que Ton ait, pour lout AcR", 

(VI, 6; 9 ) |!/(x-t-A)— /(*)||,<K)Af. 

Pour p — oo, f est continue, et e’est la condition de Lipschitz 
au sen9 ordinaire. 

Si la majoration ci-des9us est appliqu^e a une fonction f(x) de 
puissance />-ieme sommable sur tout compact, et si elle est vraie 
seulement au sens de la uorme dans 1/ sur tout compact et pour A 
assez petit, on dira que f satisfait & une condition de Lipschitz 
d’ordre s dans L p sur tout compact. 


Thbor£me XVI. — Si les dtrivies premieres de T sont des fonctions 
de puissance p-i^me sommable sur tout compact, T est une fonction 
qui satisfait a, une condition de Lipschitz cfordre s < i dans L ? sur 

, i ^ / i \ 1 i * * 

tout compact, des que — 


UC W O O \ % 

/ 1 \ 1 1 I 

sup J o )» — = 

\ 9, / 9, P n 


II riy a exception que pour : 

a) p~ i, nf=. i. Alors T satisfait a une condition de Lipschitz 


(>) Voir d’autres theories globaux dans Schwartz [19] 
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d’ordre s dans 1/ sur tout compact dts que — > — . Mais alors ce 

q q t 

risultat subsiste si les diriv&es de T sont des mesures. 


*>) 


<h 


o, nf= i. Alors T satisfait a une condition de Lipschitz 


d'ordre s dans L 9 sur tout compact, pour tout q fini. 

On a en effet la majoration suivante pour o ^ s ^ i 


(VI, 6; 10 ) 


a?,- 


hi 




h\ n 


3 . 

!*r 


< 


r - 

• 1 

Ik -1 ** 



(Cette majoration est evidente pour h fixe; quand h varie, la pre- 
sence de |Af au num^rateur resulte de considerations d'homog^neite.) 

Soitd’abord n > i. Bornons-nous ala demonstration du theor^me 
lorsque T est k support compact ; nous avons vu au thloreme prece- 
dent comment on proc&de lorsqu’ii n’en est pas ainsi. La formule 
(VI, 6 ; 5) montre que 

(VI, 6; n) 

t -*T T= (J<_„ - *) * T = 2 5^ ((i,_„ S, 

Si les Si sont majorees par une mesure p. ^>o, on deduit alors de 
(VI, 6, ii) la majoration, valable pour s < i. 


(VI, 6; ia) 



Les deux expressions entre crochets se majorent de la meme ma- 
nifere & 1 aide du lemme de M. Soboleff, et I’on trouve aussit6t les 
resultats du theor^me. 

Si maintenant i , on remarquera simplement que 


T(a-t -h)-T(x)=f x x * h S(t)dt, 

et des majorations elementaires donnent le resultat cberche [formule 

Nous avons laisse de c6te le cas d’une condition de Lipschitz 
d ordre i ; on peut alors renforcer le theorfcme : 


Th^or^me XVII Si la fonction f{x) admet pour d&rivte bf/bx^ 
(au sens de la thdorie des distributions) une fonction g { , et si f et g l 
sont localement dans I/, f vdrifie une condition de Lipschitz d’ordre i 
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localement dans I/, pour tout dtplacement h parallkle a Ox x ; de plus, 
pour p fini, f admet g x comme dtrivte forte dans V sur tout compact. 

[/expression « sur tout compact » (ou « localement ») peut etre 
supprimee partout dans L’enonce du th^oreme. Faisons justement 
la demonstration pour I/(R"). Comme f e st absolument continue sur 
presque toules les parallfeles a Ox { , on a la formule suivante, pour 
h = °< •••• o\ 


(VI, 6 ; 1 3) 


j\x -+- h) — f{x) 


kL 


x, -+ hi 


X 2 


Cette formule peut d’ailleurs s’^crire : 


(VI, 6; 1 4) 



oil y. est une mesure portee par l'axe des Ore,, de density lin&iire 
egale a \/h l sur le segment ( — h x , o) de cet axe, et o sur le reste de 
cet axe. La formule (VI, 6; i4) est alors vraie si l’on remplace / 
par une distribution quelconque T, car 


(VI, 6; 1 5) 



h i 


bT 


Comme y. est une moyenne (c.-a.-d. une mesure ^ o de masse 
totale i), on voit que, quelle que soil la distribution T, 

bT 

t_ a T — T est une mesure ou une fonction si — est une mesure 

6Xj 

ou une fonction ^L p . Si gfL p , on voit <jue ||< 7 , * p.j| p est major^e par 
j|^J|p [formule (VI, i ; 4)]> de sorteque / satisfait bien a une condition 
de Lipschitz d’ordre i dans L p . Mais de plus, lorsque £-*-o, r ■ f g l 
converge vers g t dans U, done aussi g x *y-, si p est fini. Alors, 

pour p fini, ^ converge dans L p vers g x , c. q. f. d. 


Pour p infini. r i g x converge seulement faiblement dans L°° vers 
g t pour £-»-o, on peut seulement dire que f satisfait a une 
condition de Lipschitz ordinaire d'ordre i , et que g i est la dirivde 
faille de f dans L* . Pour p = j , on peut supposer que y t est une 
mesure ; la formule. de convolution (VI, 6 ; 1 4) est encore applicable, 
et montreque, si /est une mesure, elle verifie encore une condition 
de Lipschitz d’ordre i et admet g t comme derivee faible dans 
l’espace (£') des mesures. 
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R6ciproquement si une fonclion f(x) v^rifie une condition de 
Lipschitz d’ordre i dans 1 / (sur tout compact) pour tout deplace- 
ment parallele & Ox ft clle a une deriv^e-distribution qui est une 
fonclion $L P (sur tout compact) pour p > 1 , une mesure pour 

n— i ; car cette derivee est la limite dans (^t)') de ‘®~^~ — , et 

il suffit alors d’appliquer la remarque i de la page 77 (tome I). 
Si, dans Le theor&me pr^cddcnt, on suppose que non sculement 

BL mais toutes les d^rivees -- sont dcs mesures ou des fonctions, 

on a des conditions de Lipschitz d’ordre 1 pour tout d^placement 

A€R". 

Remarque II en r^sulte un critfere suffisant de compa- 

cite' relative dans L p : si des fonctions f{x) sont borntes dans L p sur 
tout compact ainsi que leurs dirivies premieres (au sens des dis- 
tributions), elles forment un ensemble relativement compact pour la 
convergence dans 1/ sur tout compact (‘). 

Ddrivtes d’ordre suptrieur 

Supposons maintenant qu’une distribution ait toutes ses derivdes 
d’ordre m qui soient des mesures ou des fonctions sur tout 
compact. En remontant par integrations successives on en deduira 
des propri£t£s de T elle-m^me. On verra imm^diatement que T est 
une fonction (L* sur tout compact, avec 

(VI, 6 ; 16) JL >m J±, 0 \ L = ±-! n -, 

? \ 9 , / <R P n 

le signe dtant £ventuellement remplac 4 par > dans les cas 
exceptionnels deja signales ( p — r , ou — — — o). Ainsi, T est 

. \ P n /r M 

une fonction continue si toutes ses d^rivees d’ordre 1 — j-4- 1 son l 
dans L a sur tout compact. L 2 J 

On a naturellement des extensions analogues a celles du th. XV 
au cas des ensembles bornes, ou des suites ou filtres convergents, 
et au cas ou les d^rivees d’ordre m apparliennent a l/(R"). (Les 
constantes sont seulement remplac^es par des polynomes de degre 
^ rn — 0 - P ar exemple, si les d^rivees d’ordre m des T, convergent 


(*) Voir A. Weil [i], p. 5j-54 
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vers o dans L p sur tout compact, et si les T ) convergent vers o 
dans (IP'), elles convergent vers o dans U sur lout compact, 

--^sup , o^ (sauf dans les cas exceptionnels signales). 

Mais il est remarquable que, pour les d£riv£es d’ordre m = n, les 
cas exceptiortnels disparaissent, et Ton peut enoncer : 

Theor£me XVIII Si toutes les ddrivtes de rang ^ 1 dune 

distribution T sont des mesures, T est une fonction localemenl bornie 
a variation localement born 6 e ; si toutes ses dirivtes de rang ^ i sont 
des fonctions , T est une fonction absolument continue. 

Rappelons que pour une deriv^e D P T, le rang est sup ( p t . p 2 , . . . p n ). 
L’hypothkse relative aux rangs ^ i est done bien moins restrictive 
qu’une bypotb&se analogue relative aux deiivees d’ordre 
# Pour 6tudier T sur un ouvert Q relativement compact, on pourra 
remplacer T par aT, oti a£(iP) est egale a i sur Q ; mais alors xT 
est a support compact, et ses derivees de rang l sont aussi des 
mesures (ou des fonctions) com me le montre aussitot la formule de 
Leibnitz. Cela revient a conserver T mais a supposer quelle est a 
support compact . Mais nous allons d^rnontrer que si T est & support 

f) n 

compact, la seule hypoth&se : « S— -- — T est une mesure p. 

ou une fonction g » entralnc les conclusions du theoreme. Utilisons 
la fonction Y(x) d’Heaviside [formule (IV, 5 ; 8)J egale a i pour 
i^oeto ailleurs. On a 

(VI, 6; 17) Y.S^Y. — < T 

= (- — y).t = s*t = t. 

W ...bx n ) 

Alors, si S est une mesure u., T, produit de convolution d une 
mesure et de la fonction born^e Y, est une fonction bornte ; si S 
est une fonction, T est une fonction continue ; Ton a 

m <jT - f\d 

La formule ci-dessus peut encore s’dcrire : 

(VI, 6; 18) T =J{x)=Jf ... 1 O: 

(expression d^ja utilis^e page 84 si S est une fonction; 
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mais la formule (III, 6; 11) est maintenant une consequence de 
la theorie du produit de convolution). 

Reciproquement d'ailleurs, loute fonction f a variation bornee, 
c’est-k-dire toule integrate indefinie d’une mesure, s'exprime locale- 
ment par un produit de convolution ja*Y, et comme Y a toutes ses 
derives de rang ^ 1 qui sont des mesures, il en est de meme de /. 

Remarque En majorant les deriv6es de (aT) h partir de celles 
de T, on voit immediatement, avec la demonstration ci-dessus, que 
si les dir ivies de rang ^ i de T sont des mesures (ou des fonctions) 
bornies en norme dans (< 3 ') (ou L’) sur une boule de rayon R par M, 
T est une fonction, bornieen module sur la boule concentrique de rayon 
R — e, par C(R, n)e""M, oil la constante C est indipendante de T et 
de e. 

Dans tous les theorkmes precedents nous avons fait intervenir des 
hypotheses relatives a toutes les derivees d’un ordre ou d’un rang 
determine-, mais les memes hypotheses relatives a une seule combi- 
naison « elliptique » de ces derivees donnentles m£mes conclusions. 
Ainsi si le laplacien S = AT€L P sur tout compact, T a les monies 
proprietes que si toutes ses derivees d’ordre a sont iL p sur tout 

compact*, elle est ^L ? sur tout compact, avec su p oj, 

— = — — ( avec les cas exceptionnels p= i ou — = o ). 

q, p n \ r r p n ] 

On utilisera k cet effet la formule de Poisson (pour T a support 

compact) 


( VI , 6 ; 19) 


*T = S*T 


et on appliquera le lemme de M. SobolefF. De meme dans lc plan a 

dX 

a dimensions, si la distribution (complexe) T a sa derivee S — 

bz 

(voir chapitre 11, § 3 , ex. 3 ) dans I/, T a les m£mes proprietes 
que si ses deux derivees d’ordre 1 sont dans L p : T^L 9 , avec 

— ^.sup^~, o^> — — — (sauf les cas exceptionnels). On 

utilisera cette fois la formule (pour T a support compact) 

±.S = (*. ±).T = 8.T = T, 

7T2 \5 Z TCZ J 


(VI, 6 ; ao) 
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Enfin si E est la « solution lllmentaire » de liquation de Laplace 
it£r4e, = d 6 finie au i er membre de la formule (II, 3 ; 19 ), 
la formule de Poisson g^n^ralis^e appliqu^e £ S = A*T (si T est k 
support compact) : 

(VI, 6; 31 ) E*S = E*A**T^=S*T = T 

permet d’^tudier T directement en fonction de S. Pour k assez 
grand, E est m fois contintiment differentiable, de sorte que si S 
est d’ordre m [€(!3) /m )], T est une fonction continue. On en d^duit : 

Th6or6me XIX Toute distribution dont toutes les dirivies 

successives sont des mesures fou plus gindralement €(££>""), m fixe) est 
une fonction inddfniment derivable au sens usuel. 

La formule (VI, 6 ; 21 ) jouera un role essentiel dans la suite 
(§§ 7' 8 , 9 ,), apr£s modification pour des distributions T a support 
quelconque. Comme dans la demonstration du th^orfcme XV, nous 
remplacerons E par une « parametrix » yE [y€(^) t 6 gale k 1 sur 
un voisinage de l’origine dans R n j, et Ton aura: 

U*.yE -?=*. 

( A k * (yE * T) — £ * T = T. 

Par exemple, si, dans la 2 " formule, nous prenons pour T une 
fonction £L/(R"), et k assez grand pour que E soit une fonction 
continue, on voit que: toute fonction €l/(R n ) (1 co) ( resp . 

toute mesure g de norme ff ” m f f n ^ € ) eg t somme finie de 
dirivies de fonclions appartenant a L/(R n ) [resp. L’(R")] continues 
et bornSes sur R", et, pour p < -4- 00 , convergeant vers o a I'infini . 

Nous emploierons souvent la formule obtenue en appliquant 2 
fois la me me operation : 

(VI, 6; 23) 

l A ,k * (yE * yE) — 2 A* *(yE*C) -+“(£*£)= ^ 

( A u * (yE * yE * T) — 2 A k * (yE * ^ * T) ( r * £ * T) == T . 

Probfemes posds : Si les derives premieres S, de T sont des 
distributions d’ordre ^ m, T est-elle, pour m ^ 1 , une distribution 
d’ordre m — 1 ? 

Si ses derives d’ordre l sont d’ordre m , est-elle d’ordre 
^ m — l, pour m — l ^ o ? 

C’est exact sur la droite (n =1); autrement c’est faux, d’apres 
Ornstein [1]. 
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II r&ulte des travaux de M. J. Deny(‘) que, si les derivees 
premieres de T sont des mesures. on peut detinir T de fa^on qu elle 
soit quasi partout pseudo-continue, au sens des potentiels de tout 
ordre a < i de M. Riesz (peut-on aussi prendre a= i ?); el que si 
ces derivees sont localement €L\ T peut-etre definie de fa?on a 
etre quasi-partout pseudo-continue, au sens des potentiels newtoniens 
(d’ordre 2) (T est alors localement le potenliel d’une distribution 
AT d’6nergie finie). 


§ 7 Application du produit de convolution a l’ etude de 

LA REGULARITE d’uNE DISTRIBUTION OU d’u'NE FAMILI.E DE 
DISTRIBUTIONS 

Caractirisation des mesures et des distributions d'ordre fini 

Th^or^me XX Pour qu’une distribution T soit une mesure. it 
faut et it sujjit que toutes ses rtgularisees T * 3 par des fonctions x^(C) 
(continues a support compact) soient des fonctions continues. 

La necessity de la condition resulte du § 1 . (2 0 ) (ras particulier 
de ce qui a 6i6 dit aprfcs le th 4 or&me XI). Montrons que la 
condition est suffisante, et montrons meme un peu plus : T est une 
mesure si, quelle que soit xfc(C), T*x est une function localement 
born6e. 

Soit K un compact quelconque, H un voisinage compact de 
l’origine. La restriction de T • 9 a H appartient a L„ pour 96(C); 
montrons que i'application lineaire if de (C K ) dans L„ d&inie par 
9~*“T*9 est continue. Kile l est evidemment si T est une fonction 
continue; si alors on remplace T par T ; = T*a ;i oil 0.^(3)), 
I’application if) definie par 9 T, * o est continue. Mais si 

•i>°. (x)dx= 1 , et si le support de tend vers l’origvne 
pour j->~ 00 , de sorte que x ; tend vers & dans (S'), * 9 — (T + 9) * 

converge faiblement vers T * 9 puisque T * 9 est une fonction bor- 
n< 5 e sur tout compact, par hypotliese (voir page 16 7). Alors un 
tb£or&me classique de Banach-Steinliaus ( 2 ) nous permet d’aflirmer 
que ^(9), limite faible pour toute 9 des if/9) (i ij continues), est elle- 
m^me une application lineaire continue. 


C) Dent [iJ. p. 171. II faut completer le resultat de Den/, suivant une methode qu’il 
m’a signaMe 

(*) Banach-Stei.nbaus [i] 
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Ddmontrons maintenant que, pour toute 96(C), T* 9 est non seule- 
ment bornee sur tout compact, mais continue. II en est ainsi lorsque 
©€('-t)) ; mais (i£) est dense dans l’espace topologique (C) 
(ch. 1, Th. I), done pour toute 96(C), T * 9 est iimite forte dans L„ 
de fonctions continues, done e’est une fonction continue elle-m6me. 

Alors si Ton pose, pour toute fonction 9 6(C), 

(VI, 7 ,.) T(<p) = Tr.(T*<j>), 

on d^finit une forme lineaire sur ((?), continue sur tout (C K ), et 
identique a T (o) pour 96^) d’apr^s (VI, l\ ; 8). Cela prouve bien 
que T est une mesure. 

Remarqaes et consequences i° Si I on suppose que T*a soit 
une fonction localement bornee pour toute 7 iL p a support compact 
(1 ^ p < oo ), ou pour toute 7€(‘j) ,n ), alors T est une fonction fci/' 

sur tout compact ^//= — ^ ou une distribution d’ordre 

^ m[€(iD ,m )]. La demonstration est la meme et r^sulte de ce que 
I /' est le dual de L p , ('J Vm ) le dual de ( l v "). 

2 0 Si, quelle que soit j^L' et a support compact, la r6gularis£e 
T * 'p est une mesure [resp. une fonction tL p sur tout compact, 

1 ou une distribution 6(/l Vm )] T possede la m£me 

propriete. En efTet, on considere (T*Jj)*a^6(C) ; ou 7.fc 1 /' et a support 
compact; ou a^(‘i , '")j qui est une fonction continue; en lecrivant alors 
(T*x)*Ji t on est ramene a appliquer deux fois le theoreme precedent 
ou la remarque i° ; (T*»)(L* sur tout compact, d’oii les conclu- 
sions pour T. 

Ge genre de theoremes est habituellement etudie avec les « multi- 
plicateurs » dans les series trigonomelriques : 

« Si les multiplicaleurs sont tels que, lorsque les a, sont les 
coefficients de Fourier d une fonction continue, lesser, soient encore 
les coefficients de Fourier d une fonction continue, alors les 1 , sont 
les coefficients de Fourier-Slielljes d’une mesure(‘). » 

Cela vient de cc que les multiplicateurs consideres ne sont pas 
necessairement a priori des « coefficients de Fourier » (e’est meme 
souvent ce qu on veut demontrer). En realite ce sont toujours les 
coefficients de Fourier d une distribution T (chapitre vii, § 1) et il 
reste a demontrer que T est une mesure ou une fonction d une classe 


(•) Zycmund (i |, jj. iui 
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d£termin6e. Nous venons de voir comment on peut le faire dans la 
th^orie du produit de convolution; ces th^orfcmes n’ontrien a voir 
avec les series trigonom^triques. 

3° Pour que T soit une mesure dans un ouvert Li de R", il suffit 
que dans tout ouvert <«> d’adh^rence to compacte dans Q, T* a soit une 
fonction continue lorsque *6(C) a son support assez voisin de l'origine. 

Soit en effet a un point de Li, a> un petit voisinage de a. Prenons 
cp€((3 w ), et d^finissons T(<p) par 

(VI, 7 ; a ) T( 9 ) = Tr.[(T.7.U*S<-.J- 

Le support de <p*<J (a) est voisin de l’origine; alors T*<p*<J (fl) est 
une fonction continue au voisinage de a et par suite (T*<p * $ (a) )*S ( _ a) 
au voisinage de l’origine; on peut prendre sa trace, et d^finir ainsi 
T(<p) comme forme lin^aire continue sur (C w ). Alors T est une mesure 
au voisinage de tout point de Li etpar suite dans Q. Dans tous les thto- 
rtmes tnoncSs plus loin, on pourra se borner a considtrer des distri- 
butions dans un ouvert Q, en se bornant, comme ici, aux a de support 
assez voisin de l’origine et k l’^tude des T*a sur tout ouvert relati- 
vemenl compact dans £1. Nous donnerons le? 6nonc£s pour U = R n . 

4° En dehors du cas de l’espace a 1 dimension (n — 1), une 
distribution T telle que, pour toute a 6 ('i)™), T * a soit une fonction 
m fois continuernent differentiable, n’est pas necessairement une 
mesure. En effet, cela revient a dire que ses derivees d’ordre m 
sont g (D ,m ); voir alors le bas de la page 191. 

5° Un a un th6orfeme analogue au Th, XX, pour un ensemble de 
mesures born£ Ou pour une suite de mesures faiblement conver- 
gente dans (C'). 

Th£or&mb XXI Si une distribution T est telle que, pour un 
entier m o convenable, T * x soit une fonction inddfmiment derivable 
au sens usuel pour toute a6(2)'"), T est elle-mdme une fonction indiji- 
niment derivable, au sens usuel . 

II suffit en effet d’appliquer k T la formule (VI, 6 ; aa) en pre- 
nant k assez grand pour que yEc^'”). 

Ensembles bornis de distributions 

On voit imm^diatement qu’on pourrait caracteriser les ensembles 
born^s de distributions de la fa?on suivante : 

Pour qu’un ensemble B' de distributions T soit borni dans (3)'), il 
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faut et ilsuffil que. quelle que soil ag(2)). Its fonctions regularities 
T* a restent bornies (au sens usuel) sur tout compact quand T 
parcourt B\ 

La condition est necessaire k cause de ia continuity de la rygula- 
risation (theorfeme XII), et suffisante parce que lesT(a) — Tr . (T*a) 
sont bornes pour tout * (chapitre hi, thyor^me IX). 

Mais on peut demontrer le thyor^me beaucoup plus fin qui va 
suivre. Dans de nombreuses applications (theoremes XXV ; VI et IX 
du chap, vii), nous ynoncerons les theoremes, comme ci-dessus, 
sous leur forme eiyqientaire, ytant entendu qu’on peut les rendre 
plus fins, comme au thyorkme qui suit et avec le m£me principe de 
dymonstration. 

Th^oreme XXII i° Si B' est un ensemble de distributions borni 
dans (2)'), alors, quel que soil Vouvert Q relativement compact de R“, 
il existe un entier m o tel que , pour toute a^(2)’") de support assez 
voisin de Vorigine, Vensemble des T*a, TfcB', soit dans 12 un ensemble 
borni de fonctions continues. 

2 ° Si quelle que soit a£(2)), Vensemble des regularities T*a, T^B', 
est borni dans (2)'), B' est borni dans (2y)('). 

La premiere partie du thyoreme resulte immydiatement du thyo- 
reme XXII du chapitre tti. Mais nous allons au contraire utiliser les 
propriytys du produit de convolution pour dymontrer a la fois le 
theorfeme ci-dessus et les thyoremes XXL XXII, et XXVI du cha- 
pitre hi, sans utiliser le theor^me de Hahn-Banach. De plus nous 
obtiendrons un procydy lineaire explicite pour exprimer les T^B' dans 
Q comme dyrivyes de fonctions continues bonnes. 

II nous sutfit yvidemment de montrer que les hypotheses de la 
2 "" partie du theoreme entrainent la possibility d’exprimer les T^B' 

dans 12 comme sommes finies T = ^ D p f p de derivees d’indices 

n . . 

fixes j) de fonctions continues f p bornees (ia somme finie pouvant, 
sauf dans le cas du theoreme XXVI du chapitre hi, se ramener par 
integration a une derivee unique). On en deduira en effet que B' est 
borny, car pour toute <?€(2 Xj), 

T-? = S 

(') On pourrait utiliser la transformation de Fourier pour demontrer ce» thiorimes. 
Nous pr6f6rons une il6monstration directe, le produit deconvolution ayant un sens d«u 
dee cas o& la transformation de Fourier n’en a pas (groupes non abeliens) 
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D autre part la premiere partie du theor&me en resulte aussi imm^- 
diatement ; car, si Ton utilise cette m£me decomposition, non pour 
12, inais pour un voisinage U relativemenl compact de Q, T*a 
3 ’exprimera dans Q, si x a son support assez voisin de l'origine, a 
l’aide de l’expression de T dans U (theoreme III), d'oii 

T ,* = V f p * D p « 

Ipl^m 

Supposons done que, quelle que soit«€(^), IesT*a soient, pour 
T«B\ des distributions bornees. Soit to un ouvert relativement 
compact contenant l’origine, to = K son adherence dans R”. Pour 
a fix^e dans (® K ), il resulte du theoreme XII que tes applications 
Iinlaires f3-»-(T*a) • {3 de (^ K ) dans L* sont equicontinues, pour 
TfcB'. Maisde mSme, pour {3 fix^e dans (!$ K ), ^ es applications lin^aires 
de(3) K )dans Lq sont equicontinues. Nous nous appuie- 
rons alors sur un theoreme de Baire('): si des applications bili- 
n4aires (a, (3)^*-T*a.* (3, de (® K )x(® K ) dans L^ (les espaces (® K ) 
et Lq etant metrisables et complets), sont equicontinues par rapport 
k chacune des variables a, (3, lorsque l’autre est fix^e, elles sont 
equicontinues par rapport k 1’ensemble des 2 variables a, (3. II existe 
done un voisinage V = V (m ; e ; K.) de o dans (!i\) tel que, pour a 
et (3 dans V, et T dans B', T* a* (3 soit, dans Q, une fonction continue 
major^epar 1 . Les applications bilineaires restent alors equicontinues 
lorsqu’on munit (!J) K ) de la topologie induite par (UP*). Si alors a et 
{3 sont dans (iP™), on peut trouver des *,■ et qui sont dans ($P K ), 
et convergent vers a et {3 dans (ID^) (d apres la remarque suivant le 
theoreme XI), done aussi dans (ft ) ; done les T * Xj* [3 ; convergent 
uniform^ment vers une fonction continue dans 12, et cette fonction 
continue ne peut 6tre que T • cl* (3 qui est leur limite dans (' J )') (theo- 
r&meV). Les x^etPySont con tenues dans cV (c = Max ||D p ai, |D P [3! j/e); 

Ip !■$»> 

done jT*a*(3j^c* dans Q, pour T^B' (les applications bilineaires 
(a, fi) — ► T * a. , p de (*-££) X(®r) dans L^ sont ainsi equicontinues 
par prolongement). Si alors on utilise la formule (VI, 6 ; 23), on 
exprime T comme somme finie de deriv^es de bi-regularisecs T * a • (3, 
qui sont dans Q des fonctions continues bornees. si k est assez grand 
pour que yE soit dans (2£), c. q. f. d. 


I 1 ) Bourbaki [6], fascicule XVI fl, cliap. in, § n° 5, proposition 1U, page 43 
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Suites convergentes de distributions 

On caracterise ais^ment les suites convergentes de distributions 
de la fagon suivante : 

Pour qu une suite de distributions T 7 converge vers o dans (I2)'), ^ 
faut et it sujjit que, quelle que soit x£(3)), les rigularisies T j* a convergent 
unijormiment vers o sur tout compact. 

Mais on peut montrer un theoreme beaucoup plus fin, valable 
aussi pour des filtres convergents ayant une base de filtre born^e ou 
d^nombrable (Voir a ce sujet la remarque qui precede le th£o- 
r^me XXII). 

Theoreme XXI 1 1 i° Si une suite T ; converge vers o dans (2)'), 

alors , quel que soit iouvert Q cT adherence Q compacte dans R", it 
existe un entier m ^ o. tel que les rigularisies Ty * x soient, dans Q, 
pour toute de support assez voisin de Vorigine, des fonctions 

continues convergeant uniformiment vers o. 

2 ° Si T j est une suite de distributions telle que , pour toute *€(££), 
les T y * a convergent vers o dans il en est de mime des Ty. 

On deduit en effet des hypotheses de (a°) que, quelle que soit 
a€($) fixe, les T ; * a convergent vers o dans (2/), done restent born£es 
dans (ID'). 

Alors on deduit du theoreme precedent, avec les m&mes notations, 
qu’il existe un entier m^o, tel que les applications bilin£aire 8 
(a. (J) -** Tj * (i de (iP")x(®r) dans Lq soient 4quicontinues ; 
mais les fonctions continues Ty* x convergent uniformiment vers 
o dans 0, pour j -*■ co , si a et p €(3) K )’ e’est-a-dire pour des <x et (3 
qui fonnent un ensemble dense dans (3>"), done elles convergent 
aussi uniformement vers o dans Q pour a et (3 dans (£D"). 

II sufifit alors d appliquer aux T y la formule (VI, 6 ; a3) dans les 
mimes conditions qu’au thiorime precedent. 

Application. Amelioration du thiorime X 

Soit une application lineaire continue de ( 2 )) dans (2/) 

permutant avec les derivations. La meme demonstration qu’au 
theoreme X montre que :£ permute avec les convolutions, de sorte 
que, si *€($), on a 

(VI. 7 ; 3) *(**?) = *(*)*?• 

Si une suite **€(*3)) converge vers S dans (S'), les x v * 9 convergent 
vers q dans (‘S') ^ theoreme XII). done les convergent vers 

i£((p) dans (:3 V ). Cela prouve que les distributions #(x w ) sont telles 
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que leurs regularises i£(a v ) * 9, pour toute <?€(2>), convergent dans 
( 3 )'), done elles convergent elles-m6mes dans ( 2 )'). Si S est leur 
limite, on aura 

(VI, 7 ; 4 ) %) = S. ? ; S€( 2 )') (c. q. f. d.). 

Application: caracUrisation des fonctions analytiques 
Th6or£mb XXIV Pour quune distribution T soit une fonction 
analytique au sens usuel, il faut et it sujjit que la rfyularisde T * x soit 
une fonction analytique pour toute fonction x€( 3 >). 

1® La condition est necessaire. Si en eflet T est une fonction ana- 
lytique /(»), on a sur tout compact K les majorations suivantes : 

(VI, 7; 5 ) |D'/(*)!</.![c(K)r 

c 6tant une constante > o convenable, dependant du compact K. 
Mais sur tout compact K les valeurs de / * a ne dependent que de 
celles de / sur un autre compact K", de sortc que 

(VI, 7 ; 6) |D'(/.«)|=|DP/.*|< / ,l[ C (K')f' , J. , ./ |*(*)!<fc, 

ee qui prouve I’analyticit^ de /* x. 

a° La condition est aussi suffisante. Soient wun voisinage relative- 
ment compact de l’origine dans R". o>^=K, etQ un ouvert relativement 
compact quelconque de R\ 

Montrons d’abord que sur Q, le rayon de convergence de la 
fonction analytique T * x est borne inferieurement lorsque x parcourt 
un ouvert convenable de ('I> K ). Pour p fix6, la quantity 

xeu V | p 1 

est une fonction continue de x£('-^ K ). En vertu de l’analyticite de 
T*a, ces fonctions de a sont, lorsque p varie, born^es dans leur 
ensemble pour toute a fix^e. Mais (2) K ) est un espace de Baire (m6- 
trisable etcomplet) ; done, d’apr&s un theorfeme classiquede Baire (‘), 
ces fonctions de a sont bien born6es dans leur ensemble sur un 
ouvert convenable de ( 3 ) K ). Soit c la borne sup^rieure. 

Alor8 les distributions ^ ~ sont dans Q des fonctions continues 

p ! c<pi 

born^es dans leur ensemble, pour toute a€( 3 ) K ). D’aprfes le thdo- 
r^me XXII, il en sera de mSme pour *€( 2 )”), si m est assez grand. 
Autrement dit, T*a est encore une fonction analytique dans II si a 


(') Voir Bqurhaki, |2J , § 5, n« 4. theorem* 2, |*a«e til 
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a son support assez voisin de l'origine et est seulement m fois confi- 
nument difldren liable. Alors si yE est la parametrix de la formule 
(VI, 6 ; 32), yE * T est une fonction analytique dans pour k assez 
grand; il en sera de m5me de son laplacien iter£ A*; comme ^*T 
est analytique par hypoth^se, T est bien dans Q une fonction anuly- 
tique, c. q. f. d. 

Hemarques Le theorfcme peut 6 tre mis sous une autre forme. 
Nous avons vu que {'application h z h T de R" dans (2)') est tou- 
jours indefiniment differentiable; pour qu'elle soit analytique, il faut 
et il suffit que T soit une fonction analytique usuelle. Le theorfcme 
s'etend immediatement de la fagon suivante ; Si (T) est une classe de 
fonctions indefiniment differentiablcs (au sens de la theorie des fo no- 
tions quasi-analytiques), et si cette classe est differentiable (c’est-&- 
dire si les derivees de toute fonction de la classe appartiennent a la 
ciasse), alors, pour que toutes les regularisees de T appartiennent k 
(T), il faut et il suffit que T soit une fonction indefiniment derivable 
et appartienne a (T). Si la classe (T) n’est pas differentiable et si les 
regularisees de T appartiennent k (T), T esi une fonction indefini- 
ment derivable appartenant sur tout ouvert relativement compact k 
une classe derivee de (r). 

§ 8 NoCVEAUX ESPACF.S DF DISTRIBUTIONS, I-ES (3)|. r ) *) 

Les espaces (2) L p) 

Appelons (2) L p) l’espace vectoriel des fonctions 9 indefiniment deri- 
vables, dont toutes les derivees appartiennent k L p (R , ‘)(i 00 ). 

Nous le munirons de la topologie suivante : des 9 convergent 
vers o dans (3) lP ), si les 9 ^ convergent vers o dans l/(R"), ainsi que 
chacune de leurs derivees. ( 2 ) lP ) est un espace vectoriel topologique 
complet, localement convexe, k base denombrable de voisinages. 

Nous appellerons aussi (33) l’espace (2) L « ) (espace des « fonctions 
indefiniment derivables bornees sui R" ») et (33) le sous espace forme 
des fonctions 9 convergeant vers o k l'infini ainsi que chacune de 
leurs derivees. 

(2)) est dense dans (2) lP )(p < -f- 00 ) et dans (33), mais non 
dans (33). 

D’aprfcs la remarque qui suit le theoreme XVIII, si 9 ^( 2 )^), 

(’) Les espaces et sont lies aux espaces He Sobo i.kfk 3C‘ p ou YV" {i Is 

correspondent a .<=-)- oo et s — — oo) , utilises constamment eu theorie des 
equations aux derivees part idles 
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/><-+- oo, 9 est born^e sur R", done aussi (L ? , q^p, et eil 
converge vers o & l’infini ; il en est de m$me de chacune de Se£ 
derives ; done ($„) c (2) L ,) pour q^p et c (&) pour p < oo . De 
plus si des 9 j convergent vers o dans (3) L p), elles convergent aussi 
vers o dans (3) L ?) pour q^p- Les ($ hP ) ne sont pas des espaces de 
Montei : I'ensemble des translates 7*9 d une fonction 9 €( 3 ) l p) est 
born6 dans (3) L p), mais n’est pas relativement compact. Cependant, 
on pourra montrer, avec le theorfcme XXV, que, dans (3)^), 
tout ensemble bornl est faiblement relativement compact pour 
1 < p < oo , de sorte que (3 ) l p) est quand m3me reflexif d’aprfcs 
le Utor&me de Mackey- Arens ('). (3Y<). ($),($), ne sont pas reflexifs. 

Les espaces de distributions (3)^) 

Nous appellerons (!$lp)(i <C P ^ 00 ) le dual de 

(®is)[p'=P/(p — 0] 

et (2)^,) le dual de (£8) ; ces espaces doivent etre munis de la topo- 
logie canonique du dual (chapitre m, § 3) ; ce sont des espaces 
de distributions C(J4)'), car toule forme lineaire continue sur 
(£P l p*)(i oo)ou (&) est definie et continue sur (2))c(3\p')c($), 

et si cette forme lineaire coincide, pour <^(2)), avec une distribution 
T€(2)'), elle est entierement determinee par T puisque (li 1 ) est dense 
dans (2\ P ) et dans ($). 

(3)) n’est pas dense dans ($), dont le dual n est pas un espace de 
distributions. 

Nous appellerons aussi ($') l’espace et nous dirons d une 

distribution T€(&') qu elle est bornie sur R n ; si des T ,€($') conver- 
gent vers o dans ($'), nous dirons que ces distributions convergent 
vers o uniformtmenl sur R\ Nous appellerons ($ ) l adh^rence dans 
(&') du sous-espace (£•') des distributions & support compact; une 
distribution T€(3 d ) est une distribution qui converge vers o a Cinfini. 
(!i*) est ^videmment dense dans ($ ), puisque dense dans (f/). Bien 
^videmment (!i\p) c L" c (li^p) ; toutes les derivees successives d’une 
distribution de (i^p) sont dans (2^), et la derivation est une opera- 
tion lineaire continue. 

En vertu de la reflexivit, (lf*|p) a pour dual (3\y) pour 
• •< -+- go. Nous verrons plus loin que (2)^,) a pour dual ($). II 

en r^sulte que(^) est dense dans^^X 1 < -+- oo) (tbeoreme XV 

t‘) Voir Hole ( 1 1 page 75 
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du chapitre m). D'autre part, on voit aisement que le dual de (ifi ) 
est ($ Ll ). Le dual de ($') n’est pas un espace de fonctions et ( 2 >) 
n’est pas dense dans ($'), mais le theorfeme XXV permettra de 
montrer que ($) est dense dans ($'). Toute forme lineaire continue 
sur p ) est a fortiori d£finie el continue sur q'^p'; done 

pour q (®[s) c (•£[<) C(M) et la topologie de (^) est plus fine 
que celle de (U)^?). Pour /> < -t- x> , ( ' 1 )) etant dense dans (SDJ^), 

Tous les th^or&mes d^montres aux §§ i, 2, 3 , du chapitre 111 
relativement a (!J)) et (!L>') sont vrais pour (:j\ P ) et (‘i>[^), 1 p <; -+- 00 , 
sauf les theor&mes VII et XII (espaces de Montel) et XIII (identity 
des topologies forte et faible sur les ensembles born^s). Ces m6mes 
theoremes sont encore exacts pour et ($'), (iB) et (iDj,), sauf 
VII, XII, XIII et XIV (rellexite). 

Carac/drisation des distributions de (IDlp) Theoreme XXV 
i° Pour qu’une distribution T appartienne a il faut et il suffit 

qu’elle soil somme finie de derives de fonctions €1/(11"). 

2° Pour quune distribution T soil dans il faut et il suffit que, 

quelle que soit a€(!^), la rdgularisde T *7 soit dans L/(R"). 

On pourrail remplacer (2 0 ) par un theoreme beaucoup plus fin 
(voir ce qui precede le theoreme XXII). On voit en particular que 
toute distribution de (:i^) est d’ordre born£ dans R n . 

Pour simplifier I’ecriture, prenons 1 < p ^ 00 ; le cas p= 1 
n’exigerait que des modifications de detail. 

Nous ferons une demonstration « circulaire » en 3 parties, qui 
d^montrera tout le theoreme : 

а) si T est somme finie de d^rivees de fonctions €l/, alors 
T6 (^[,p). Evident. 

б) si Tc(-!\.p), montrons que, pour a€(!.P), (T * x)€L p . 

Appelons B l’ensemble des fonctions &€('^) de normes bornees 

par t dans L/'(R") j p =zp/(p — 1 ) j ; B est dense dans la boule unit£ 
de l/'. Consid6rons les fonctions i*cp; pour x fixe et 9€B, elles 
forment un ensemble borne dans ('•fY* > )» de sorte que les nombres 

(VI, 8; 1) (T* a) . 9 = T .(a * 9) 

sont bornes ; cela prouve que T*a est une forme lineaire continue 
sur ('S') muni de la topologie induite par I/', done T * a€l/(R"). On 
voit d ailleurs que T*xf ^',p). 
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c) si T*a£L p pour toute *€(&). montrons que T est sonrnie de 
d^riv^es de fonctions de lA Les nombres 

(VI, 8 ; 2) (T* <p). a =:(T*a). 9 

sont, pour toute x fixe €( 3 )), bornes pour <?eB, en vertu de I’hypo- 
thfese T * a€l/. Alors les distributions T * <p sont bornees dans ( 3 )'), et, 
en vertu du theorkme XXII, quel que soit le compact K, il existe 
un entier m^o tel que, pour a fixe €(^£), les premiers membres de 
(VI, 8; 2), done aussi les 2" membres, soient bornes pour tp^B. 
Alors S = T*x est encore dans \J pour a €( 3 'k), et il suflit de prendre 
pour a la fonction yE de la formule (VI, 6; 22) pour achever la 
demonstration. 

La demonstration d’une forme plus fine du theorkme (voir theo- 
rkme XXII) exigerait la consideration dcs quantites (T* a* {£) . 9, 
a et £€( 3 )), et la formule (VI, 6; 23 ). 

Remarques i° On aurait pu directement montrer le i° et le 2° 
du theorkme en utilisant une methode analogue a oelle du theoreme 
XXVII du chapitre m. Mais une telle methode utilisait le theoreme 
de Hahn-Banach (voir a ce sujet le th^orkme xxn). Voir l'a meliora- 
tion (VI, 8 ; 6V 

2" De plus la demonstration que nous venons de donner permet 
de gen^raliser immediatement le th^orfcme k un ensemble de distribu- 
tions borni dans (ii v L p), ou a une suite de distributions { ou un fillre 
ay ant une base de filtre bornie ou dtnombrable) convergearit vers o 
dans ( 3 )' L p) (methode du theorkme XXIII), ce que ne permettrait pas, 
iu moins pour les suites convergentes. le theoreme de Hahn-Banach. 
On voit ainsi que si une suite T ; converge vers o dans ( 3 )'^), les Tj 
sont sommea finies de derivees d’indices fixes de fonctions continues 
f, qui : 

a) dans le cas de convergence forte, convergent vers o dans \J et 
dans L“ ; 

b ) dans le cas de convergence faible, convergent vers o uniform^- 
ment sur tout compact, en restant bornees dans L p et dans L” 

3 ° Grace a ce qui a et6 dit apres la formule (VI, b ; 22), on peut 
toujours supposer que les fonctions de I/(H") qui interviennent dans 
I’lrionc^ du th<$orkme sont continues, bornees, et qu elles conver- 
gent vers o k 1’infini pour p < -f- 00 ou pour T€($). 
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Munissons (3£) de la topologie ($ c ) localoment convexe la plus 
fine lmluisant sur les parties bornees de (3S) la topologie induite 
par (6 ).(‘jD), done a fortiori ($), est dense dans (3i c ). L'expression 
de Te('i)Li) eomme stunme tinie de derivees de fonetions som- 
mables montre que T est pndongeable en une forme Iineaire conti- 
nue sur (Ji e ); co. prolongement est unique puisque (51) est dense 
dans ( Ji e ) : le dual de (3i e ) est done l’espaee topologique (D^i). 


En partieulier, on peut calculer T ( 1 ) = s-s T, integrate de T 

sur R n ; une distribution T e peut etre appelee sommable 

sur R". Mais, dans (31 c ), toute partie bornce est relativement com- 
paete (theoreme d’Ascoli); done, en vertu du theoreme de Mackey- 
Arens (voir ehapitre m, theoreme XIV), (3i e ) est semi-reflexif, 
et le dual de (3)^,) est (51); mais, sur 51, la topologie eanonique de 
dual est eelle qui a ete initialement definie page 199. On demontre 
que (Jig) a la topologie de la convergence uni forme sur les compacts 
de (3)y) (d’oii la lettre c). On pourrait munir (5V) d une topologie 
analogue (51'), ayant pour dual (‘S) w ) ( ! ). 


Multiplication et convolution dans les (S)Lp) Th^or^me XXVI 
i» Si T €( ( ^Lp). le produit multiplicatif xT appartient d 

(©[,) avec r > i . ( i/r) <( l/p) -+- ( i/q). et dans ces conditions V appli- 
cation bilintaire (x,T)-*-aT de (SiD^) X (H' l*) dans L r ) es * hypo- 
continue. 

2 ° SiS€(®Le), T€(2)L*), (i//>)-+-(i/?) — > >o, onpeut donner un 
sens au produit de convolution S«T; alors S*T €f3V); 
(i/r) =(i/p)-h(i/q ) — i ; l application bilintaire (S, T)-*~S*T de 
X (®w) dans (®' L r) est continue ( 2 ). 

(i°) se voit immediatement (comme au th^or&me III du ehapitre v) 
& partir de la definition aT.<p — T.ao, et des proprieties connues 
d’un produit * 9 . pour <p€l/ jV = r/(i 1 )], *€lA Ajoutons que, 
pour p = q=zr= 00 , si x ou T « converge vers o a l'infini » 
(«€($) ou T€(&')). il en est de meme de xT. 

(a 0 ) pourrait se voir en utilisant une decomposition de T€(3 ) l p) en 
somms finie de derivees de fonetions gL^IV), et en appliquant alors 
les proprieties indiqu^es au § 1 , (i°) (formules (VI, 1 ; 2 )), et la for- 
mule (VI, 3; 10 ). II faudrait naturellement montrer que le produit 


(*) Voir des demonstrations plus detaiilees de tout cela a Schwartz [9], pages 99 
102 
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de convolution trouve est independant des decompositions choisies 
pour S et T. 

II est preferable de considerer 1’expression 

(VI. 8; 3) (S*T). ? =zrS f (8)T,. ? ($-+-T,) 

pour S, T, <p, ii supports compacts, et de montrer que, pour les 
topologies de P ), (!3>l?), (!$,/•), la forme trilinlaire (S*T).<p est 
hypocontinue. La marehe a suivre est analogue a celle qui sera 
donnee en detail au theorems XI du chapitre vrt. Cela permet, 
d’un seul coup (sauf pour p =000119 “ °°). de definir par prolon- 
gement S*Te(®L.) pour Se (3)^,), Te(9)J.«), et de montrer l’hypo- 
continuite de I’applieation hilineaire (S, 1’) - — S * T. On voit en 
meme temps que, si (1 Ip) 4- {l lq) — 1, S * T est lirnite de distri- 
butions de ( 8 '), done converge vers 0 a I'infim. sauf pour p — 00 
ou q = 00 . Cette rnethode do prolongement montre en outre (pie 
si, pour S et T donnees, pl-usieurs valours de p et q sont possibles, 
le produit trouve S*T est toujour* le memo: ear. si S appartient 
a plusieurs ( 11 )^,), les memos distributions a support compact 
(a, S, a y 6 ( 9))) convergent vers S dans tons les 

On pent aussi mi turcllornent etudier la « rcgularisat ion » sur 
(theorerrie XI) : 

Si Te(3>L,), ae(‘j) L ,), {lip) -f- ( 1 lq) — 1 > 0, le produit de convo- 
lution a*T est une fonction de (3)^d, 1 \r (1 Ip) 4- [l lq) — /, 
de/inie par: 

(VI, 8 ; 4) T * x =• T t . a (,r — /), 

et V application bilineaire (T, a) — T * a de X (3) w ) dans (4),,,) 

est hppocontinue. Si ae(3) L ,) converge vers S dans la regu- 

larise T*aG(D L ,) converge vers T dans (3)^,). 

Exemplb Consid^rons les distributions L, de la formule (II, 
3; ao). Comme, en dehors de 1’origine, ce sont des fonctions, 
d^croissant exponentiellement a 1’infini, leurs produits de convolu- 
tion ont un sens, et on peut montrer (voir aussi chapitre vn, § 8, 
exemple a) que l’ on a : 

( VI - 8 - 5 ) L p .L, = L p + ,. 

Les formules (II, 3 ; 2 1 ) et (II, 3 ; a 2 ) en sont des cas particulars, 
compte tenu de la formule qui donne L_ st . 

Si alors T6( ( i)^p), comme L^('L*(,), L,*T existe toujours et appar- 
tient k (3)(^>) ; en prenant l= 2 k, k entior ^ 0 , on voit que, quelle 



PHODl’IT I)K CONVOLUTION 


205 


que soit T€(2\ p ), il existe une distribution S€(2'[>>) el une seule telle 

que S = T. Mais de plus, si k esl assez grand, L, k 

devient une fonction m fois continument differentiable, dont toutes 
les derives d'ordre sont des functions sommables ; alors, 

compte tenu de la decomposition de T en somme finie de derives 
de fonctions de L P (K' 1 ), S — L sk *T est une fonction appartenant a 
L p , qu’on pourra, a cause de la remarque (3°) qui suit le theoreme 
XXV, supposer continue, bornee, et convergeant vers o a l’infini 
pour p < -+- oo ou Te($ ). 

Ainsi la decomposition de T pourra s obtenir par le procede tr&s 
simple : 


(VI, 8; 6) 


S = Ljfc 

T — 


T, k assoz grand, S€L P (R'*) 

-r-' s 

4r 


Autre definition des distributions borages . Extensions 
On peut encore dire qu’une distribution T est bornee sur R n , si 
l’ensemble de ses translates r fc T est borne dans (:i v ) (si 1’application 
continue de R" dans (:j v ) est bornee sur R") ; que T converge 

vers o a 1’infini, si t a T converge vers o dans (!J)') pour \h\— »>oo. 
L’espace (iff) de ces distributions bornees sur R" peut elre muni de la 
topologie suivante : des convergeront vers o dans ($') si les t a T j 
convergent vers o dans ( J y ), uniformement par rapport a A^R". 

La nouvelle definition est identique <» celle du prudent para- 
graphe. Caril rcvientau memededire que les r h T . isont, pour toute 
a€(^)> born£s pour AeR", ou que T *x est une fonction bornee sur 
R" (Theoreme XXV. (a"), p — oo). 

L’application des memos theoremes aux ensembles bornes et aux 
suites convergentes, montre que la nouvelle topologie donnee pour 
($') est identique a fanciennc. tant qu’on ne considere que des 
suites convergentes ou des filtres bornes ou a base denombrable. 
On peut montrer (par un procede plus complique) qu’il en est 
encore ainsi pour des filtres convergents quelconques ; les deux 
definitions de la topologie sont entierement identiques. 

La nouvelle definition a des extensions considerables ; elle permet 
de definir les distributions ayant un mode de croissance donne a 
l’infini. Nous appliquerons cette methode aux §§ 4 et 5 du cha- 
pitre vii. 
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§ 9 Distributions presvue-periodiques 

Definition 

Nous allons generalise!* aux distributions la notion de fonction 
presque-p^riodique au sens de StepanofT(‘). 

On dira qu’une fonction 9^(18) est presque-periodique (pp) dans 
($) si les translates x A q> forment dans (;B) un ensemble relativement 
compact. Cela revient a dire que 9 et loutes ses derivees sont des 
fonctions continues pp. usuelles (au sens de Bolir). Ces fonctions 9 
forment un sous-espace vectoriel ferme ($ ) de ( 1 $). On dira qu’une 
distribution T est pp. si Tc($ 7 ) et si l’ensemble des t a T est relative- 
ment compact dans (£8'). Cela revient £1 dire que l application 
est une fonction continue pp. usuelle de AOC, a valeurs 
dans (3)'). On en deduit aussitot que lensemble des distributions 
pp. est un sous-espace vectoriel ferme (i8 7 pp ) de ($'). 

Operations et proprietes : 

1 0 Si *€(&„), si T€(ifi' p ), alors aT(($ pp ). 

3 ° SiT€(«; p ), ^S€(^«), alors (S * T)€(£B pp ). 

Les derivees d’une distribution pp sont pp. 

Evident (theorfeme XXV). 

3 ° a) Pour quune distribution T soil pp. il faut et it sujjit quelle 
soil somme fuiie de derivees de fonctions continues pp usuelles. 

b) Pour quune distribution T soil pp, il faut et il sujfit que ses 
* egularisees 1 *a, x€(£D), soient toutesdes fonctions continues pp usuelles. 

En effet, les t a T forment un ensemble borne dans (u3 7 ), done, 
1 apres le th£or&me XXV (2 0 ) (pour p=cc), £tendu a des ensembles 
xints de distributions, la relative compacit des t*T dans (UV) est 
dentique a la relative compacite des t„(T * x) = t a T * a dans L°\ ce 
[ui d^montre (6). T 4 tant limite dans (iff) de ses regularises 
T*a), (i$ pp ) est 1 adherence de (i8 rp ) dans (i8 7 ). Mais on peut aussi 
lire (en appliquant la forme fine du theoreme XXV) que pour 
•€(^ m ), m assez grand, (T * x) est une fonction continue pp. usuelle, 
tone, avec (VI, 6; 22), on montre (a). 

Comme pour les theoremes XXII et XXV, on peut donner une 
orme plus fine du theoreme, et l’etendre aux ensembles bornes et 
ux suites convergentes de distributions pp. 

C 1 ) Voir par example Besicqvitch [i], p. 77 
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Comme nous l’avons vu [formule (VI, 8 ; 6 )], le meilleur moyen 
de decomposer T sera de former S = L,**T, qui, pour k assez grand, 

est une fonction continue pp. usuelle. et T = f i — — S. 

Moyennes et convolution 

[\° On sail qu’a toute fonction continue pp. J\x ) on peut faire 
correspondre un nombre complexe, sa moyenne C IU(/), qui est une 
forme lin 6 aire continue pour la convergence dans L" . C’est aussi 
une forme lineaire continue pour la convergence dans ($'). Car si 
des fonctions fj continues pp. convergent vers o dans ( 68 '), les fj* x, 
a€(l£), convergent vers o dans ($) ; alors les C I VL(fj*o.) convergent 
vers o ; mais 

(VI, 9; ,) ‘nt(/.*) = TO(/)(/.../a(x)<ir); 

done, en prenant ff •■■J' x(x)dx^Lo, on voit que les c nt( % /)) conver- 
gent vers o aussi. 

On peut alors definir par prolongement, d’une manure unique, 
t TTT(T) pour T^(i 6 ' p ), et e’est une forme lineaire continue sur (£ft' p ). Si 
T€(Sp P ), on a, par passage k la limite 

(Vi, 9 ; a) ni(S.T)=iir(T)(/-../s). 

5° Si Te($' p ), ? 6 (% p ). on posera 
(VI. 9; 3) To? = ‘m(?T). 

ce qui definit un produit scalaire s4par4ment continu entre (& pp ) 
et (£B^ p ) (Mais aucun de ces espaces n’est le dual de l’autre). 

DemSme, 3 iS etT 6 (lB pp ) et 9 €(jB pp ), S ? ® et sontpp., et 

on peut definir par prolongement un produit deconvolution v^rifiant 

1 (S©T) 0 ? = (S ? ® T„)-0 9(5 -+- r.) 

1 c m(S®T)z=m(S) e ni(T). 

Ce produit de convolution qui, pour a fonctions continues pp. 
/ et g s’^crit 

(VI, 9 ; 5) /<*) 9 = ^,[/(x — %(0] . 

est une application bilineaire s 6 par 6 ment continue de (& pf ) x(&^) 
dans (^p P ), et possfede les proprietes demontrees aux §§ 3 et 4- H se 
calcule ais^ment grace a la decomposition 3° (a). La regularisation 
sera definie par 

T (*) x = T, O *(* — 0* T€(^; p ), «€(% p ). 

T ©9 = Ti\ (T®?). 


(VI, 9 : 4) 


(VI. 9 ; 6) 
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Dtveloppement de Fourier 

6° Si X = {X ( , X„ j , et si \.x = \ t x t -t (les X, sont 

r^els), le coefficient de Fourier a x est defini par la formule 

(VI. 9:7) 

a x = a x (T) = W [exp ( — anrX . a?)Tj — T©exp ( — aiirX . x). 

C’est une forme lin&ure continue de Te($ pp ). De (VI, 9 ; 4 ) 
r^ suite, exp( — aiirX.ar) etant dans ($ pp ), 

(VI, g ; 8) a x ( S ® T) = «,(SK(T). S et T€(S„) ; 

(VI. 9; 9) 

< , 1 (S.T)=a x (T)(//’-/exp(— »«iA.*)s), T«(S pp ), S €(® L ,). 

La decomposition ( 3 °) (a) montre que seuls des a x en infinite 
denombrable sont ^ o. Ils forment le « spectre >> de T. 

Les a^exp (ai7rX.;c) pour lesquelles sont les seules expo- 

nentielles trigonometriques qui soient limites, dans ({&'), de cornbi- 
naisons lineaires de translates r A T. Inversement T est limite dans 
( 3 V) d’une suite de polynomes trigonometriques formes uniquement 
avec les exp (airtX . x), ou X parcourt le spectre, puisquil en est 
ainsi des r6gularisecs T* x, dont T est limite; alors T est nulle 

si tous ses coefficients de Fourier a^(T) sont nuls. 


§ 10 Application aux equations acx dkrivkks partieli.es 

ET AUX EQUATIONS INTEGRAL KS 

Equations de convolution 

Nous appelons Equation do convolution toute equation du type 

(VI, 10; 1) A*T = B, 

ou A (coefficient) et B (2* membre) sont des distibutions donn^es, 
T une distribution inconnue. Nous supposerons que A est a support 
compact, pour que le 1" membre de (VI, 10; 1 ) ait un sens quelle 
quesoit (On pourrait traiter aussi d’autres cas; si par exemple 

A^L,). B*( 3 V), on pourra chercher une solution T€( 3 j') (voir § 8) ; 
si A est a support « limite a gauche » par rapport u un cone F (voir 
§ 5 ) ainsi que B, on pourra chercher une solution T a support limite 
a gauche). Ge que nous allons dire s’appliquera aussi a un systeme 
de N Equations a N distributions inconnues ; il suffira pour cela. 
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comme au § 0 du chapitre v, de supposer que T = [ T ( , T 3 , . . . T N j et 
B= j B ( , B Jt ... B n | sont des distributions k valeurs dans R N , tandis 

que A = ^A jk ^ est une matrice a N lignes et N colonnes, A ;fc 6 (£'). La 

notation matricielle (VI, io; i) reviendra alors a 

(VI, 10; 2) 2 A > *T t =B > ; 7=1,3, ...N. 

*= i.s, ... i« 

Pour simplifier l’ecriture, nous suppo 9 erons toujours N=i. 
Liquation est dite homogene si B = o. 

Les equations de convolution comprennent un grand n ombre de 
cas particuliers importants : 

i“) SiA = D= 2 

lpi<« 

e'st un polynome de derivation [formule (VI, 3 ; 33 )], (VI, 10; 1) 
devient l’equation aux derivees partielles a coefficients constants la 
plus generate : 

(VI, 10; 3 ) D *T = 2 « ; ,O p T = B. 

Ces Equations apparaissent done, d’une part, comme cas parti- 
culiers des equations aux derivees partielles a coefficients variables, 
d’autre part, comme cas particuliers des Equations de convolution 
2") Si A = 2 es * unc combinaison finie de masses discretes, 

V 

(VI. 10; 1) e 9 t 1 ’ equation aux differences finies a coefficients cons- 
tants la plus gen^rale : 

(VI, 10: 4 ) A.T = 2«v^T = B. 

V 

3 ° Si A est une fonction K(x) [resp. la somme de ?> et d' une 
fonction K(x)|, (VI. »o; i)est une equation integrale a limites fixes 
ie 1" (resp. ? f )espec.e, si T est une fonction /(x), et B une fonction 

9 ( y ) ; 

( A = K(x) 

(VI. 10; 5 ) ) rr r 

(A */—ff •••/ K (x — = ff(x ) ; 

A = $ -+- K (x) 

A. /=/(*)+ (T.:f K(x — t)f(t)dt~g(x). 

Si, dans ces conditions, A avait son support limite a gauche par 


(VI, 1 o ; 6) 
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rapport a un cone T ainsi que B, et qu’on cherchat une solution 
T =/ a support egalement limite a gauche, on obtiendrait des 
Equations int^grales de Volterra. 

En combinant ces divers types d’^quations, on obtiendra des 
Equations int^gro-difi^rentielles, de types varies. 

ProprUUs gSnSrales des solutions des Equations de convolution 

Th£or&mb XXVII i° Uensemble des solutions d'une equation de 
convolution est un sous-espace vectoriel ferine de (‘i)') 

2 ° Le produit de composition d'une solution d une Equation homo- 
gene et d'une distribution a support compact est encore une solution de 
Equation homoglne. En particulier, les dtrivtes et les regularises 
(Th^orfcme XI) d'une solution sont des solutions : toute solution d’une 
iqualion homogbne est limite de solutions qui sont des fonctions iridefi- 
niment cUrivables. 

Ce th^or^me est Evident k cause de l’associativite et de la continuity 
du produit de convolution , et du fait que toute distribution est limite 
de ses rygularisees. II est vrai pour un systfcme (N quelconque). 

On en dedait k nouveau que les solutions d un systfcme differentid 
(n = i) homog&nc a coefficients constants sont les solutions usuelles 
(cas particulier du thdorfcme IX du chapitre v). Gar, d’apr&s le thyo- 
rime ci-dessus, l’espace des solutions est I’adhyrence dans (2>') N de 
1’espace des solutions usuelles ; mais ce dernier est de dimension 
finie, done identique a son adhyrence. 

Th6ori>me XXVIII Dans le cas de la dimension n= i, toule 
solution d'une famille d' equations de convolution homogknes est limitt 
de combinaisons lineaires d'exponentielles-polynomes solutions de la 
fatnille d' equations. 

La demonstration do ce theor&me est difficile ; nous 1 ‘avons 
publiyc dans un meinoire antyrieur('). Le thyoryme est vrai pour 
un &yst&me (N quelconque; nous n’avous pas publie la demonstra- 
tion); nous ignornns s’il suhsiste pour une dimension n quel- 
conque (*). 

Solution eUmentaire 

On appelle solution elementaire [voir t; 6 du chapitre v, formule 
(V, 6; a 4 )] d’une equation de convolution , une distribution E telle 
que : 

(VI, to; 7) A.E=z$. 

0) ScHWAfcTZ, [4J 

l*l l.r iheoromo subsist? poor le* solution* ct 'une settle equation <le convolution 
^"i r Malura.-ngk [1J, (theoreme III, p. 310} 
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Pour un systdme (N >• i), ce serait une matrice - distribution & 
N lignes et N colonnes telle que 


(VI, io ; 8) 

( A*E = E*A = $I, I = matrice identique. Ou 

( o si j^= l 


f S A.jk * E*/ 2 ®y* * ^kt j 

x k= 1. ... R * = - !» { 


S 


SI 


j = l- 


11 est bien Evident qu’ici toute tentative de dEfinir la solution 
Elementaire comme solution usuclle, sauf en certains points ou elle 
aurait des singularitEs d’un certain type, est vouEe h l’Echec. Ce que 
nous venons de definir est la solution ElEmentaire relative a l’origine. 
Elle suffit pour les applications puisque la translation t„ donnerait 
une solution ElEmentaire relative au point a. 

Bornons-nous au cas N = i . 

On peut appeler A* <_,) la solution ElEmentaire, elle est une 
inverse de A pour le produit de convolution. Mais il faut noter qu’il 
existe une infinite de solutions elEmentaires s’il en existe une, la 
difference entre 2 d’entre elles est une solution arbitraire de 
l’Equation homogEne. On dira que A est inversible s’il existe une 
solution elementaire. On sait aujourd’hui ( l ) que tout polynome 
de derivation A = D est inversible. II existe evidemment des 
distributions A non inversibles; siA€(S)). A*E est dans (fc) quelle que 
soit E<-(!j)'), done A*E n est jamais Egale a <5. On peut montrer que 
la solution Elementaire n’est jamais E support compact pour N — i , 
sauf si A est une masse ponctuelle. La solution ElEmentaire pourra 
Etre obtenue par diverses methodes ( l ) [mEthodes de la theorie des 
Equations aux dErivEes partielles ou des equations intEgrales; trans- 
formation de Fourier ou Laplace (chapitre vn, § io)]. Ce que nous 
voulons signaler d’important. c’ est que, grace a sa definition prEcise, 
elle relEve des methodes du calcul algEbrique (pour le produit de 
composition) ou calcul symbolique. C’est ce que nous avons vu au 
§ 5, formules (VI, 5 ; 27 a 3$ ). 

Utilisation de la solution iUmentairc 

1") La solution Elementaire sert a rEsoudre les equations avec a* 


(*) Malgrange (1], theorem? t, pajfe 288; Ehrenrreir [1]; Hormander |t) 
(*) Utilisanl retie definition de Ih solution elementaire, M. (larnir a ealcule de 
nnmltrenses solo Jinn* elementaire*, rorrcMpotidaul a de* type* varies d'cqnation* 
»nx derivees partielle* A coefficient* constant*. Voir (Jarnir [4] 
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membre, lorsque celui-ci est a support compact ', dans ce cas, en effet. 
E*B est solution de (VI, 10; i), car 

(VI, 10; 9) A*(E*B) = (A.E>*B = 6*B=:B. 

Si cette solution est a support compact (ce qui ne sera pas le cas en 
g^n^ral), elle est la seule a poss^der cette propriety ; car si T est a 
support compact, et v 4 rifie (VI, 10; 1), alors 

(VI, 10; 10) T = S*T — (E*A)*T = E*(A*T):=E*B. 

Mais il existera d’autres solutions, a supports non compacts, 
obtenues en ajoutant a T une solution arbitraire de liquation 
homogfcne. 

a®) Par contre, si B n’est pas a support compact, cette methode 
n’est plus valable, car le produit deconvolution du i* r membre de 
(VI, 10; 9) n’a pas de sens, E et B ayantdes supports non compacts. 
Dans certains cas, la formule (VI, 10:9) aura 9 uan ^ na^rne un sens. 
Exemples: a) si E€(^' L .) (§ 8), elle sera valable pour B€($')[p ar 

exemple, A= ^1 — k %, E = L*, formule (II, 3 ; aa)] ; 6) si 

A, E, B, ont leurs supports limites a gauche par rapport a un cdne F 
(§ 5 ), E est la seule distribution de l’algebre ( r j)+ r ) a £tre l’inverse 
A* <-,, de A, et les 2 formules 

V VI, 10; 11) A*T = B, T = A* ( - ,, *B I 

sont 6quivalentes : voir formules (VI, 5 ; a^V 

3 ° Est-on sur que si A est inversible, cela entraino la possi- 
bilite de resoudre I’equation avec un 2 e membre quelconque? Si 
cette possibility existe, nous dirons que A est completement 
inversible (’). On peut toujours ecrire B comme unc sornme 
B = £B V de distributions dont les supports sont compacts 

V 

et s’eloignent inde liniment. Si on .pose T v = E * B v , la serie 
]£T V est en general divergente. Mais les T v deviennent, dans 

V 

des ouoerts de B' 1 de plus en plus grands, des solutions de Fequa- 
tion homogene. Supposons alors qu’il soit possible d’approcher 
les T v par des S v dans des ouv<*rts de plus en plus grands, 
de sorte que la serie V(T v — ^v) soil convergente dans 

V 

les S v etant, duns lout I'espace, des solutions de [’equation 
homogene. 


( l ) Khhk.npkkis 
lenient iii versilde. 


a imlique, dans |3j, que Unite distribution iuversildr ctait complt- 
l.a dciuunstratii.ii nest pas puidice 
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On aura 

(VI, ,0 ; 12 ) A.S(T > -S v ) = 2(A.T,-A.S < )=2B < = B, 

V V V 

ce qui r^soudra l’equation avec 2 e membre. 

Ce proc<5d<5 reussit si A est le laplacien AJ (car toute fonction har- 
monique dans une boule est limite. uniform^ment sur tout compact 
de cette boule, de polynomes harmoniques, fonctions liarmoniques 

dans tout 1’espace) ou le laplacien itdr 6 \ k $. De meme, si A=r — — 

Tf {iZ 

[formule (II, 3 ; 2 3) ] dans R*. et si B est une somme de masses 
ponctuelles s’<$loignant indefmiment, 

(VI. io ; 1 3) B = 2 <*,*,».)■ B, = 

V 

aiors, d’aprfcs la formule (II, 3; 28 ). E * B v = aj(z — A v ) ; le pro- 
c 6 d 6 ci-dessus est le proc£d<$ classique de Mittag-LefTler qui , par sous- 
traction de polynomes en z , rend convergente la s^rie 

(VI, , 0 ; 14) 

et permet de former une fonction m^romorphe de p 6 les donnas. 

M. Ehrenpreis a montre (*) quo toute distribution dont le 
support no contient qu’un nombre fini de points (en parti- 
culier toute distribution Do, D operateur dilTerentiel a coef- 
ficients constants) etait cornpletement inversible. 

4° Le produit de convolution de plusieurs distributions complfc- 
tement inversibles est cornpletement inversible. 

Car pour r£soudre A *A *T = B, on r^sout A,*C = B, puii 

A, *T — C. 

De meme, le produit de convolution dune distribution A, inver- 
sible et d une distribution A 2 cornpletement inversible est inversible. 
Car pour r^soudre A ( * A 2 * E = d, on r^soudra A,*E, =£, puis 
A, * E = E,. Par centre, on ne peut pas montrer elementai- 
rement que le produit de convolution de 2 distributions inver- 
sibles soit inversible. On peut le \ oir a l’aide du resultat 
d’ Ehrenpreis signale a la page precedente, car aiors ces 2 
distributions sont cornpletement inversibles. 


(*) Khrknprf.is [1] et [2] 
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Potentiels newton iens. For mule de Poisson 

Considerons une distribution de masses ayant unc densite conti- 
nue a, a support compact. Son potentiel nrwtonien est d^fini par la 
formule 


(VI. io; 1 5 ) 


U (a) = 


rr... r 
( JJ J n| 

ff — log — l — *(t)dt 

JJ \ x ~t\ 


pour 


n 



pour n — 2. 


On a alors 


(VI. io; l6) U (a, = E*flr, 

E etant la solution el^mentaire correspondant a A = — A^ [formule 
(II, 3 ; io)]. Nous pouvons done, par extension, appeler potentiel 
newtonien d’une distribution T la distribution 


(VI, IO; .7) U (T >rr:E*T. 

Ce potentiel est defini si T est a support compact. On peut le 
definir dans des cas bien plus gen^raux, par exemplc si 

ou [T log(i -f-r')]€(!iDL.)(n = 2). 


Les a formules (VI. 10; 9 et 10) constituent alors la formule clas- 
sique de Poisson pour les potentiels : si T verifie la condition 
prec£dente, 


(VI, 10; 18) 


t AU <T, =:A*(E*T)=(A*E) *T = — — T 

(U (4T) =E*(A.T) = (E*A).T = — S.T = — T. 


Nous voyons que cette formule, qu'on nedemontre habituellement 
que pour le potentiel d’une function assez r^guliere, est vraie dans le 
cas le plus general. 

Tout ce que nous venons de dire avec le laplacien A peut s’^crire 
avec la derivation d/dz (chapitre n, § 3 , exemple 3 ). La formule de 
Poisson s’ecrit alors, si [T/\/ 1 -4- [voir (II, 3 : 28)] : 


(VI. 10; 19) 


dr 



1 dT 

* r 

nz dr 


-—T. 
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Remarquons que si T est une mesure 
n’est autre qu’une integrate de Cauchy : 


.u, le « potentiel » — *T 

KZ 


(VI, io;ao) 


i 

■KZ 


rr we) . 
JJ ^- 0 ’ 


alors 


4 

JJ K 2 — 5 ) 


=( A - 


AnafyciU des solutions des sys femes elliptiques homogitnes 

Theorems XXIX St une famille d'tquations de convolution 
homogknes ( B = o) est telle que toute solution soit, dans un ouvert w 
relativement compact, une fonction indejiniment derivable (resp. une 
fonction analytique), dts quelle est, dans un ouvert assez grand rela- 
tivemenl compact Q^w, une fonction l fois differentiable (resp. une 
fonction indejiniment derivable), alors toute distribution solution de 
la famille d’equations est dans w une fonction indejiniment derivable 
(re»p. analytique). 

Soit en eflet T une solution du syst&me. Dans un voisinage 
de Q, T est d’ordre^m fini. Alors, sia£( ( S) m ~ t ) a un support assez 
petit, T * x est, dans Q, une fonction l fois differentiable (thdo- 
rfcme XI) ; c’est une solution du sysleme (theor&me XXVII); done, 
dans le cas de la i re categorie d’hypotheses, elle est, dans w, une 
fonction ind^finiment derivable. Alors, d’apres le th^or&me XXI, 
T est elle-meme dans a> une fonction indefinirnent derivable, 
c. q. f. d. 

Dansle cas de la 2 ° categorie d 'hypotheses, on prendra 1= m = oo ; 
on trouvera, en utilisant le th^or&me XXIV, que T est dans ti> une 
fonction analytique. On peut, dans co cas, prendre u> =Q = R n . 

Ce th^orfeme n’a pas le meme champ d’application que le lh£o- 
rfcme XII du chapitre v. 

D’abord on peut voir qu’il s’applique a des equations autres que 
des Equations aux derivees partielles, des equations integrates par 
exemple. Parmi les Equations aux d^riv^es partielles il ne s’applique 
qu’& celles qui ont des coefficients constants. Mais, dans ce cadre, il 
n utilise pas l’existence d une solution elementaire, et contient peut- 
<Rre des cas plus generaux. 

En particulier. tout systeme homogfcne elliptique [dans le sens 
g£n4ral du mot elliptique tel qu’il est defini par Petrowsky (’)] aux 
derivees partielles, a coefficients constants, n’a que des solutions qui 
*ont des fonctions analytiques. La demonstration, donn6e par 


I 1 ) Petkowsky 1 1 1 . Les travail x plus recent s de Mai.c.hanck |1|, Nihenrerc 1 1 0 j , 
'•lent licaucoiip d’interet a cello remar«|ue 
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Petrowsky, de I’analyticite des solutions qui sontdes fonctions ind£- 
finiment d^rivables, ne s’appuie pas sur 1 ’existence d une solution 
6 l£mentaire. 

Le theor&me s’^lend aux cas ou Ies 2 r ' membres sont des fonctions 
indefiniment derivables ou analyliques. 

Si, maintenant. une equation homogenc (VI, 10; i) a au moins 
une solution T qui ne soit pas une fonction indefiniment derivable, 
alors toutes Ies d^rivees de T sont aussi des solutions (th^o- 
reme XXVII) ; parmi celles-ci, il en existe qui sont des distributions 
d’ordre arbitrairement eleve (tbeoreme XIX). Par cxemple, toute 
Equation aux derivees partielles hyperbolique homogene a des solu- 
tions qui sont des distributions d’ordre arbitrairement eleve. 


Cas particuliers : fonctions harmoniques et holomorphes 
i" Les solutions de l iquation de Laplace AT — o sont les fonc- 
tions harmoniques usuelles; Ies solutions de l equation de Cauchy 


— = — -|- i — = o (dans K ’) sont les fonctions holomorphes 

t)z 2 \bx dy ) t 

usuelles (theoreme WIX et tbeoreme XII du chapitre v). 

On peut donner une nouvelle demonstration particuli&rernent 

simple pour ces Equations. Soit en eflet x une fonction de m , 

invariante par rotation autour de 1 'origine, et telle que 


jf ••• J %(x)dx~- f- i . 

On sait que, d’aprfes la propria bien connue des moyennes sphe- 
riques de fonctions harmoniques ou holomorphes, on a, si T est 
une fonction solution usuellc d une de ces 2 equations : 

(VI, io; 2 1 ) T*x = T. 


On a 6 videmment la m£me relation, si T est une distribution- 
solution; car. quelle que soit o€(T). T* o est une solution usuellc 
(th^or&me XXVII), done 

(VI, io ; 22) T» (?)• x ~T» i. 

ou, en egalant les traces de ces 2 fonctions : 

(VI, IO; 23) (T * x) . 3 rrr T .O, 

ce qui prouve (VJ, >o; 21). Mais alors le 1" membre de (VI, 10; 21) 
£tant une fonction indefiniment derivable {thcor&ine XI), il cn est 
de m 6 me de T. 
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□° La propriete des moyennes spheriques que nous avons utiiis6e 
est la suivante : si ;x (R) eat la mesure homog^ne portae par la sphere 
de rayon R et de masse totale -+- ! , la moyenne / est 6gale & / 
ou & */ si / est une fonction harmonique. Quelles sont les distribu- 
tions H, si support compact, qui ont la meme propriete que <$ — ( a <R) , 
c’est-a-dire, qui sont telles que 

(VI, io; i(\) II */=° 

si /est une fonction harmonique? 

En remplagant / par / qui est aussi harmonique et faisant sc — o, 
on d 4 duit de (VI, io; 2 4 ) 

(VI, io ; 25 ) II ./.— o 

si / est harmonique. 

R^ciproquement, toute translatee d’une fonction harmonique <$tant 
harmonique, (VI, 10; 25 ) entralne (VI, 10; 24 )- 

Pour que H ail cetle propriiti . it J'aut et it suffit que H soit le lapla- 
cien d’une distribution a support compact (' ). 

a) G’est sufTisant, car alors, si / est une fonction harmonique, et 
si nous posons H — — AL, 

(VI, to; 36) H*/— ( — A * L) * /— — L*(A*/) = o. 

b ) C’est necessaire. Posons en effet 

(VI, 10; 27) L — E*H, 

Extant la solution ^lementaire correspondant a A = — AS [formules 
(VI, 10; 1 5 et i6)j. Soit B y une boule ferm6e contenant le support 
de H. Si ac n'cst pas dans B 0 , L est une fonction L(x) definie par 
(th6oreme XI) 

(VI, 10; 28) h{x) — H< . E(x — /) . 

Mais, consid^ree comme fonction de t pour x fixe, E(x — f) est 
harmonique au voisinage de B 0 ; et toute fonction harmonique au 
voisinage de B 0 est limite dans (8) <t sur un voisinage de B 0 , de poly- 
nomes harmoniques / (fonclions harmoniques dans tout l’espace); 
comme les H ./ sont nuls d'apres l’hypothese, le 2* mcmbre de 
(VI, 10; 28) est nul aussi. Done L. nulle en dehors de B 0 , est & 
support compact, et, d’apr&s la formule de Poisson (VI, 10; 18), 
H = — A*L, c. q. f. d. 


0 ) ''oil' Choquet-Dbht [i], p. 10 
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Par exemple, on peut prendre H = A$ (alors L = — S): ou 
H = S — w. (R) , alors 


(VI, io; 29) 


On peut generaliser ce probleme et chercher les distributions 
H€(C / ) telles que H*T = o, pour toute distribution T solution de 
liquation de composition homog£ne A*T = o. A 6(8'). 

La condition H — A*L, L6(f.'), est sufTisante, mais ne semble 
ulcessaire que si A poss&de des proprietes speciales, entrainant, 
comme nous l’avons vu page 21 3 son inversibilite complete 


L(x) = { 

$ ~ ,'W * 

E(x); 




L(«) = ! 

I / I 

! N \r"~* 

-»-) 

pour 

r 

B 

n =/= a 

1 

o 


pour 

r 

B 

( 

L(*) = ■ 

1 i R 

27T r 


pour 

r ^ 

B 

a — 2 

1 

o 


pour 

r ^ 

B 


A — — , A = A fc , etc. 
dz 


(’) 


3 ” Si a est une fonction ayant les propri^s indiquees au (i°), 
S — a est le laplacien Ao de rc = E * (x — • S), qui est uro fonction 
a support compact, ind^finimenl derivable sur le complementaire 
de l’origine dans B". Alors zj(x~-E) est une « parametrix- » de 
liquation de Laplace, au sens indiqud dans le chapitre v, § 6, for- 
mule (V, 6; 35 ). La demonstration donuee a (1") est done exacte- 
ment la demonstration indiqufo au chapitre v avec la param^trix. 

Inequations de convolution Formule de decomposition de F. Riesz 

Une inequation de convolution homogene est une inequation de 
la forme 

(VI, 10; 3 o) A*f>o, 


ou Ae(K') est une distribution donn£e, T6(^ v ) une distribution 
inconnue. 

D’apr&s le th^orfcme V du chapitre 1. cette inequation est equiva- 
lente h 

(VI, 10; 3 i) A*T = u, 

Equation de composition ou le 2* membre est une mesure ^ o 
arbitraire. Si alors A est complfctement inversible (voir page 69), 
on saura r6soudre completement 1 ’inequation. Supposons seulement 

t 1 ) Mamshanijk ii mimin'- Waits |1| qu'tu; pent prendre pimr A it inipitrte quel 
<q>er»tettr ililTerettliel a coefficients constants: rest tine ronsequence de sou corollaire 
de la priipusil inn 2, page 92 
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A inversible, et soit E une solution 6lementaire. On a dans ce cas 
le th^orfeme suivant : 

Theor^me XXX Pour qu une distribution T soit solution de 
I' inequation (VI, 10 ; 3o), it faut et il sujjit que, quelque soit Vouvert 
LI relativement compact de R", on ait la formule de decomposition de 
Riesz (’): 

j T m E * v -f- S 

(VI, io:32) . v= mesure ^ o sur R". portae par l’ouvert Q 

f A * S = o dans 0. 

Alors, pour £2 donne, v et S sonl determines d'une manikre 
unique. 

i # Si la decomposition de Riesz existe, l’unicitd de v et S pour 0 
donn£, est6vidente. Car si nous composons avec A les 2 membres 
de la i re formule (VI, 10 ; 3a) (v etant a support compact), on a, 
compte tenu de la 3* formule : 

(VI. io; 33) A*T = A*E*v 

ce qui determine v dans Q, done dans R" puisqu'elle est portae par £2, 
puis S par difference T — (E * v). 

2 ° Si Ton suppose que '1' verifie (VI, io ; 3o), elle v<5rifie 
(VI. io; 3i); soit v la portion de la mesure u. portee par £2 (v est 
la mesure definic dans It" comme produit de a par la fonction 
caracteristique de l’cnsemble ouvert £2). Alors v est bien une mesure 
>o portee par £2. Si on appelle S la difference T — (E*v), on a bien 

(VI. ,o ; 34) A.S = (A.T)_(A.E.v) = ^- 1 ' J” 

ce qui montre que u et S satisfont bien a (VI, io ; 3a) ; T admet une 
decomposition de Riesz. 

3° Si la distribution T admet pour tout ouvert £2 relativement 
compact une decomposition de Riesz, alors A*T est dons £2 
d’aprfcs (VI, io; 33), done A*T est dans R", et T verifie 
(VI, io ; 3o). 


-t- A • S = 



dans R" 


C) F. Riesz n’a demonlre cetle formule que pour les fonctions surharmoniques, 
A = — AS. Sa demonstration el les demonslralions ullerieures sonl d’un caracliro 
beaucoup moins inluilif que celle-ci, qui esl en outre loul & fail gen6rale. F. Riesz, [a] 
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A pplications aux fonctions surharrnoniques 

Nous appellerons distribution surharmonique toute solution de 
1 ’inequation 

(VI, 10; 35 ) — A*T>o. 

II s'agit la d’une inequation de convolution du type (VI, 10; 3 o) 

avec A = A 5 . La decomposition de Riesz exprime T cornrne 

somme du potentiel newlonien [formule (VI, io; 17)] U (w d une 
mesure v^o portee par Q et d’une distribution S qui, dans Q, est 
une fonction harmonique usuelle (th^oreme XXIX). 

D’autre part, on sait qu’onappelle habituellement fonction presque 
surharmonique une fonction f(x) localement sommable (definie a un 
ensemble de mesure nulle pres), telle qu’on ait presque partout, quel 
que soit R > o, 

(VI. io; 36 ) f> W f ou (o'-_u (R) )*/>o; 

(comme plus haul, |/. (R) est la masse 1 , repartie de fagon homo- 
gene sur la sphere |a?j=R). p. (R) */ est la fonction qui, en chaque 
point x, est la moyenne de / sur la sphere de centre x, de rayon R. 

Nous allons montrer I'identite des distributions surharrnoniques el 
des fonctions presque surharrnoniques usuelles. 

i° Soit /une fonction presque surharmonique usuelle. Elle v£ri- 
fie, en tant que distribution, 


(VI, 10; 37) — quel que soit R > o. 

^ ^ 

Faisons tendre U vers o. La mesure — converge dans (K 7 ) 

l * 

vers Ad. 

2n 

En eflfet, si <p€(S), on a (dS 4 tanl I’element d’aire, S„(R) I'aire de 
la sphere de rayon R) 

; * ?(°) s~7iT\ f"’ I 

\ lim — >L 


(VI, 10; 38 ) j kTo R 5 


R* 


= Ao(o), 

an 


comme le montre un d^veloppement de Taylor de q jusqu’au a e 
ordre inclus. 
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On deduit alors de ( VI , 10; 37). et de la continuity du produit de 
composition (theoreme V), que f verifie l’inegalite (VI, 10; 35), le 
A etant pris au sens de la throne des distributions. Ainsi toute fonc- 
tion presque surharmonique usuelle cst bien une distribution 
surbarmonique. 

On voitque le procede artificiel (VI. 10; 3^) par lequel on definit 
les fonctions presque surliarmoniques usuelles tient a l’impossibility 
d'utiliser le laplacien usuel (A/j, qui ici n’existe pas(‘). 

2°) Toute distribution surharmonique T admet des decompositions 
de Riesz; mais E(x)*v est ici une fonction dans R", puisque E(a?) 
est une fonction dans IV*. S est une fonction dans Q ; done T est 
une fonction dans 12. Comme 12 est quelconque, T est une fonction 
f dans R* (etpar suite aussi S). 

Si L(rc) est la fonction de la formule (VI, 10; 29), alors 
S — a (R) = — (A * L) ; on a done bien 

(VI, 10; 3g) [S — , a (R)j * T = — A*L*T = L*( — A*T)^o 
en vertu de (VI, 10 ; 35), puisque L ^ o. 

Remarques et generalisations 

i°) Une fonction surharmonique usuelle est une fonction, d4finie 
partout, vdrifiant (VI, 10; 36) partout. et en outTe semi-continue 
inf^rieurement ; nousn avons pasconsidere ce point devue, puisque, 
pour nous, une fonction n’est defmie que presque partout. II existe 
une fonction surharmonique et une seule presque partout ^gale Si 
une fonction presque surharmonique donn^e. 

On verifie immydiatement que le 2" membre de (VI, 10 ; 3a) est 
une fonction semi-continue inferieurement, si on considfere le 
potentiel comme defini partout . si f est une fonction surharmonique 
usuelle, elle est bien alors egale partout au 2® membre de 
(VI, 10 ; 32). 

h) Quelles sont les distributions II a support compact, qui, comme 
— A3 ou ^ — a (R) , sont tel les que, pour toute fonction presque sur- 
harmonique f, on ait 

(VI, 10 ; 4 o) II * />o? 


(’) On pcul ilonner une definition ilirrctc aver le laplacien generalise de Zaremba ou Brelot 
(Brelot [i], cliapitre 1, $1). Mais cetle definition directe cst plus compliquee et plus fine 
que cellc qui utilise les distributions Dune fa con generate, on pourra consultercet ouvrage 
et d’antres du in 6 mc auteur pout tout ce qui coucerne les fonctions surharmoniques et 
presque surharmoniques usuelles : Brei.ot [aj, [3]. Voir aussi Rado [i] 
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On doit avoir H*/=o, si f est harmonique (car alors / et — / 
sont surharmoniques), done, d’aprfes ce qui a 6 t 6 vu page 73, 
H = — A*L, L £tant une distribution a support comoact. Alors, 
commedans (VI, 10; 26}, on doit avoir 

(VI, 10; 4 i) K*f=L*( — A*/)^ o pour — (A*/)^.o. 

Cela sera toujours realise si L ^ o ; r£ciproquement, ce’a ne peut 
6tre r£alis6 pour j— E (ou — A * f— S) que si L o. Ainsi, ll faut 
et it soffit que H = — AL, L = mesure ^oa support compact. 

c ) 3 n utilisant le produit de convolution de Volterra genera'is^, 
on peut adssi obtenir des decompositions de Riesz pour les solutions 
d’in&juations aux deriv^es partielles DT ^ o, oil D est un operateur 
diflerentiel a coefficients variables ayant des solutions ^lementaires ; 
par exemple. pour- des fonctions surharmonioues sur un espace de 
Riemann indefiniment differentiable. 



CHAPITRE VII 


Transformation de 


Fourier 


Sommairs, C’est dans le domaine de la s4rie et surtout de l'int^grale de 
Fourier quela necessity de sortir du cadre des fonctions est la plus imperieuse. 

Le § i traite des series de Fourier. Toute distribution periodique a une 
serie de Fourier, qui converge vers cette distribution ; toute s 4 rie trigono- 
metrique dont les coefficients sont k croissance lente converge vers une distri- 
bution p 4 riodique dont elle est la s 4 rie de Fourier (tWor&me 1 , page 225 ). 
Ce theorfcme est suffisant pour la plupart des applications techniques. Le § a 
rappelle les propri6t6s classiques de l’intlgrale de Fourier usuelle. La for- 
mule de reciprocity (VI 1 , a ; 3 ) et la formule de Parseval (VII, a ; 4 ) sont 
les seules n 4 cessaires k la comprehension de la suite. 

II ne sera pas possible de d£finir la transformation de Fourier pour toutes 
les distributions, mais senlement pour cellcs d un sous-espace (tf ; ) de (SP'), 
les distributions temples. (if') est le dual d un espace Qf) de fonctions indefi- 
niment derivable*, plus large que 1’ espace (T) du chapitre i. 

Le § 3 detinitcet espace (Jf), espace des fonctions indcfiniinentderivables k 
decroissance rapide, et en donne les propriety* essentielles. 

Le § 4 definit l'espace ( if ) des distributions temperees. Les theorbmes VI, 
page 239 et VII, page 2.42, permettent de caracteriser les distributions tem- 
perees comme distributions a croissance lente k I’infini. Cette caract 4 risation 
sera tr£s utile en pratique, mais on pourra passer sur sa demonstration un 
peu delicate. 

Le >5 5 etudie la multiplication et la convolution dans (if'). On peut mul- 
tiplier toutes les distributions temperees par des fonctions iud6liniment deri- 
vable* a croissance lente (espace (C\j) des multiplicatcurs), et les composer 
avec toutes les distributions a decroissance rapide (espace (C^) des operateurs 
de composition). Gcs operations sont continues, associatives et commutatives 
(tlieoreme X, page 246, et XI, page 2/17)- Pour entrer plus rapidement dans 
I' etude de la transformation de Fourier, on pourra lire les $ 6 et 7 avant 
celui-ci, dont l'inter£t est surtout iheorique. 

Le ^ 6 definit la transformation de Fourier des distributions temoerees 
par la formule i?U . v = U ■ (VIII, 6; 7). Cette transformation de(tf') sur 
0 *') est biunivoque et biconlinue (tlieoreme XIII, page 25 i). 

Le ^ 7 est consacrc k des exemples. 11 est recommande d'en trailer plu- 
sieurs comme exercices, mais on pourra se bonier a consulter ce para- 
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graphe au moment del'usage. Nous ne pouvons avoir la pretention de donner 
dans un seul paragraphc tous les cxempies qui seraient utiles dans la pra- 
tique. 

Le § 8 donne les propri6t6s th6oriques de la transformation de Fourier. 
Les principales sont lechange entre multiplication et composition, bien connu 
pour les fonctions (th£or&me XV, page 268), et le theor&mede Paley- Wiener 
g£n6raUs6 (theorfeme XVI, page 272), qui exprime que I’image de Fourier 
d‘une distribution k support compact eat une fonction analytique entifere de 
type exponentielet reciproquement. 

Le § 9 etudie les distributions de type positif, g6neralisant les fonctions 
usuelles de type positif. Une telle distribution est caracterU6e parle fait que, 
quelle que soit T(q> *?)>o(Vll,9; 7). La propriety essentielle est 

ie th6orfeme de Bochner g6n^ralis6 (tWor^me XV 1 I 1 , page 276): toute distri- 
bution de type positif est transform^ de Fourier d’une mesure temp6ree o 
et reciproquement. 

Le § 10 contient des applications pratiques de la transformation de Fou- 
rier aux Equations decomposition (§ to du chapitre VI) : Equations bomog&nes, 
solutions 4 l 6 mentaires, Equations k second membre quelconque. Nous n’avons 
pas cherche k multiplier les exemples, mais k montrer la diversity des cas 
qui se pr^sentent. 

Des tables de transformees de Fourier de distributions, ont ete adressees 
par Lavoine [1]. D’autre part, des applications a la physique ont ete syste- 
matiquement developpees dans Arsac [1], Wightman [ * ] , Schwartz [i8i. 

La transformation de Fourier des distributions peut s’dtudier sur 
uii groupe abdlien localement compact quelconque^). Nous nous 
bornerons au cas du tore T" (il s’agit alors de sdrie de Fourier), et 
de 1’espace num^rique R" (il s’agit alors d’integrale de Fourier). 


§ 1 Series de Fourier 

Distributions sur le tore Nous rcpresenterons le tore T n comme 
le groupe quotient de R" par le sous-groupe Z", puissance du 
groupe Z des entiers. Un point x de T" est represente par ses n coor- 
donn6es x t , x t . ... x„, qui sont des nombres reels modulo 1 . T" 
est une variete compacte ind6Gniment differentiable, sur Iaquelle 
existent une mesure de Haar privil6gi6e dx = dx l dx 2 .. dx n et 

des derivations partielles — [voir chaoitre 1 , § 5, (3®)]. 

dx t dx 2 5x„ 

Les propriety demontrees pour R" dans les chapitres precedents 
sont valaV.es sur T" tant qu’elles n’ont qu’un caract^re local. Les 

Kiss [1].Bruiiat 1 1 |.D’auf.re part, on peut etudior la transformation de 
Fourier des enurants temperes sur un espace vectoriel de dimension firne : Voir 
Scarfiello [i] et § 6 du chapitre IX 
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considerations globales introduisent par contre, pour toutes les 
questions d’integration (chapitre u), des problemes de topologie 
algebrique ^par exoinple, pour n~~ r i. une distribution T ne possede 
de primitive que si son integrate est nulle). Les theorfcrnes XXI, 
XXII, XXIII, du chapitre in, sont vrais surdes ouverts assez petits, 
et restent vrais sur T n si on rcm place une derivde unique par une 
somme fmie de derivees (tlieoremes XXII et XXIII du chapitre vi). 
Le prod uit de convolution a les mcines proprietes que sur IV*, sim- 
plifiees par la compacite de T". 

Pour distinguer nettement le tore T n de l'espace IV*, nous appel- 
Icrons /(x)< T , une fonction ou une distribution sur le tore, TO9 le 
produit scalaire, S 5 > T le produit de convolution 

Strie de Fourier Theorkme I 1 0 A toute distribution T 

sur le tore on peut attribuer des coefficients de Fourier, d^ finis par 

(VII, 1; 0 

(a,(T) = T Oexp ( — liitl.x) 

= l t , ... l n i , l, entiers ; l.x = l i x t -f- ljc t -t l n x n . 

Ces coefficients a, sont a croissance lente pour |/|— *- 00 .* 

( lim . | a/|/( 1 ~h | / j*)* = o pour k assez grand, 

(VII, 1 ; 2) 

i-c- 

La sirie de Fourier formee avec ces coefficients converge dans ( 2 ) / ) T - 
vers T : 

(VII, 1; 3 ) S «/(T) exp (2tr/-x) — T. 

2" Reciproquement , si les b t sont une suite quelconque de nombres 
complexes, a croissance lenle pour j/'— *- 00, la sirie trigonomitrique 
2, hi exp (2 nr/, a?) converge dans (M)) T « vers une distribution f, qui 

admet les b, comme coefficients de Fourier. 

Lne strie trigonornitrique ne peut converger que si ses coefficients 
sont d croissance lenle. 

Ce theoreme supprime la penible distinction habituelle entre 
series de Fourier et series trigonometriques qui ne sont pas des series 
de Fourier. De plus, il rend inutiles les « procedes de sommation » 
pour rendre convergente la sene de Fourier. 
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I* Remarquons d’abord que la formule (VII, i ; i) donne iinm^- 
diatement 

(VII i ; 4) WS®Tp = (S5®t,).eip[-*«/.(t^;)l 
V ’ ( • =a^S)a 1 (T). 

Par ailleurs 

(■VII, I ; 5) a(i>) = i: 

d'oii 

(VII, i ; 6) a(^-^=a^0y ^ Tj — arir/^t). 

Comme la distribution 1* est somme finie de derivees de fonctions 
continues, et que les coefficients de Fourier d une fonclion continue 
sont bornes, les coefficients o/T) sont h croissance lente pour 
|/|-*- go, quelle que soit T. 

ja sdrie de Fourier de la mesure de Dirac 3 converge bien vers 3 
dans (H v )t« ; en eflet 

(VII, i; 7 ) 2 exp(ai 7 r/.a;) 0 (p = ]Sa_/(?) = 9(o)~50(p 

(car ip est indlfiniment derivable, done sa s^rie de Fourier est conver- 
gente, en particulier pour a;=o). La continuity du produit de 
convolution montre alors que la s^rie de Fourier de T converge 
vers T, auelle que soit T, car 

(VII, 1 ; 8 ) 2fl/(T)exp(2t7r/.x)z=5j^O®xp [^inl.(x — £)] 

= 2 T ® exp (am/ . x) — T ® £ = T . 

a" Si maintenant b, est une suite de nombres complexes & crois- 
sance lente, ’.a serie num^rique 2 !^/!/( 1 -1-71*)* est convergente pour 

k assez grand, done la s^rie JJ- exp (am/. a:) converge uni- 

form^ment vers une fonction continue j{x ) ; la s^rie d^riv^e 

exp (am/, i) 

1 

• / A \ *. 

converge done elle aussi vers une distribution T = / 1 — —A f. 
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Cette demiere distribution l 1 admet bien lea b t comme coefficient* 
de Fourier; plus generalemcntsi une serie -6,exp(2iff/.ce) converge 
vers une distribution T, celle-ci admet les b, comme coefficients de 
Fourier (ce qui obligera les b t a £tre a croissance lente pour oo). 
car le calcul de cr,(T) se fait, suivant la methode classique, terme k 
terme, de sorte que, par suite de 1' orthogonality des exponentielles, 
a,(t) se r^duit a b t . 

Remarques i° Cette demonstration nous a montr^ en mSme 

temps que toute distribution t’ sur le tore est le 
fonclion continue pour k assez grand. 

a 0 Si une serie 2 6, exp (aiir/.s) converge sur un ouvert Q de T\ 

i 

le thyor&me XXII! du cliapitre vi et la formule (VI, 6; 22), appli- 
ques dans Q aux fonctions 6, exp (liizl. x) qui convergent vert o 
dans montrentque les 6, sont k croissance lente pour I /I-*- ao ; 

la serie converge alors non seulement sur Q mais sur T\ et c’est 
une serie de Fourier. 

3 ° Nous voyons que si c(l) est une suite a croissance lente (un poly- 
nome en / par exemple), les fonctions e(f)ex p (2 inl.x) convergent 
vers o, dans pour 00. On peut encore dire que « les 

fonctions exp (zinl.x) convergent vers o dans pour j/J-*- 00, 

plus vite que toute puissance de i/{/l ». Mais ce langage risque de 
conduire k deserreurs. En effet, quelle que soit la suite c(/), crois- 
sant plus vite, pour j/}-*- oo , que toute puissance de j l\, les fonctions 
c(f) exp (zinl . x) ne sont pas born^es dans (! 3 > / ) T ,,. M^rnes propriyi^s 
pour les fonctions c(A) exp (2 iith.x) dans (£D / ) R(l ou mSme (JB^rh, 
hi R\ 

4 ° Si 9€(3))p., les 0^9) forment une suite k dycroissance rapide 
pour 00 (?imif|*!a,|= o, quel que soit k). 

HI**’ 

Ain si, par la syrie de Fourier, (£P) X » et (iD / ) T , sont mis en corres- 
pondance (isomorphisme d’espaces vectorieb topologiques) respec- 
tivement avec I’espace des suites numyriques k dycroissance rapide 
et l’espace des suites numeriques a croissance lente. La duality 
entre (2>) T * et correspond k la duality de ces deux espaces de 
suites par la formule de Parse val 

(V", . ; 9) to ? = 
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Exemples et applications 

i ° Sines de Fourier des fonctions ellipliques Soit $>(2) la f’onc- 
lioa elliptique habituelle, correspondant aux periodes i et i. On 
peut la consid^rer comme une fonction m^romorphe sur le tore a 
a dimensions. Elle ne d^finit pas une distribution, puisque non 
sommable au voisinage de l’origine, mais d’aores ce qui a vu au 
chapitre n, § 3 , exemple 3 , v. p. p(z) est une distribution, dont 
nous aliens chercher le d^veloppement de Fourier. On a, d’apr^s 
la formule (II, 3 ; 27): 

(VII, 1; 10) p. p(^)j = — tv 

dz dz 

Le developpement de Fourier suivant les cxp{2irr(px-+-qy)l 
(p, q rentiers) montre que cette equation aux d6riv£es partielles, 
a une constante additive prfes, n’a qu’une solution, car on a 

Y aiir(/> p.,[v.p. p(z)] =r — K ‘ lir(p — iq) ; 

d’ou 

(VI, *;u) v.p.p(2)“Oo i0 — 71 2 F^Jl e xp[2in(pic-{~qy)]. 

Les coefficients, tous de module 1 , sont born^s, done croissance 
lenle, laTs&ie est bien convergente. Le m&me proced6 montre qu’il 
existe, & une constante additive pr&s, une fonction elliptique et 
une seule de periodes (1, i), ayant des p6les donnas avec un d6ve- 
loppement polaire donn<$ au voisinage de chacun d’eux, pourvu que 
!a division par p-hiq soit possible; cela exige seulement que le 
coefficient a 0 0 du 2* membre de I'equation analogue a (VII, 1 ; 10) 
soit nul, c’e9t-&-dire que la somme des residus soit nulle. Cette 
fonction elliptique estd^terminee par la s^riede Fourier de la pseudo- 
fonction v. o. associee. 


2° Equations aux differences finies Soit a determiner une 
suite ik 2 indices en tiers o P 9 , a croissance lente pour p* q 2 00 , 
v^rifiant liquation aux differences Imies : 


(VII, 1 ; 12) a^ l>( 


a p—t,q~^~ a p, q* a p, q—i ^ a p, 1 


ou les b p q sont donnas et supposes a croissance lente, pour 
p* -hq*—*- 00 . Si Ton considfcre les a p q et les 6 p>? comme des coeffi- 
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icients de Fourier de distributions A et B sur le tore, on dcvra avoir 
(VII. t; 1 3) 2 (cos 2 kx 27ty — 2 X)A:=B. 


a) Si X n'est pas reel, ou s‘il est reel, mais JXj > i , la division est 
immediate et les seuls a p ^possibles, qui soienl a croissance lente pour 
p 1 -h q' oo , sont les coejjicients de Fourier de 



B 

2 (cos 2 TrxH-cos airy — ax) 


b) Si X est reel, |X| <1 i , X o, la vari£t£ V d^fmie par 

COS 27T£C H- COS 27T y — aX = o 

n'a pas de points multiples, la division est possible d’aprfcs le th^o- 
rcme VIII du chapitre v ; mais il existe une infinite de solutions 

pour A ; la difference entre 2 d’entre elles est une couche simple 
arbitraire portee par la variete V. 

c) Si X — o, la variety V ades points doubles a tangentes distinctes, 
nous savons encore resoudre le problfcme de la division. Si X = dz ! , 

V est reduite a l’un des points (6, 6), point double 

Uole, la division ne rentre pas dans les cas trails au chapitre v, 
mais se fait aisement. 


Distributions sur le tore et distributions pdriodiques sur R" 

Oh voit immediatement, en definissant les distributions au voisi- 
nage de chaque point et en « recoilant les morceaux » (theoreme IV 
du chapitre i). qu'on peut etablir une correspondance biunivoque 
entre les distributions T sur le tore et les distributions T p^riodiques 
sur R\ de periode i pour toutes les coordonees, c’est-a-dire verifiant, 
que' que soit l=\ l x , l v ... l„\, 4 entiers, 

(V t M;.4) t,T = T. 

Pour abreger, nous aopellerons simplement « p^riodique » une telle 

distribution T ; nous nolerons par T la distribution associee a T 
sur le tore. 

Ces deux distributions sont localement identiques, done possfedent 
les m6mes caractfcres de regularity locale (dilTerentiabilitd, ordre, 
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etc...). Toute distribution periodique estainsi le 



k 

d'une 


fonction continue periodique, pour k assez grand. 

Une distribution periodique est presque-periodique (chap, vi, §9). 

On voit immediatement que, dans ces conditions, les produits 
§{ 5 )T» TO<p, sont les produits S®T, TOo, definis sur R* pour 
des distributions p p. [formules (VI, 9; 3 et 4 )J* De m^me les 
coefficients de Fourier <i,(t) sont ceux de la distribution p p. 
T fformule (VI, 9; 7)], les coefficients a Y correspondant & des 
> — 1^, . . . k coordonn^es non entires etant nuls. 

Soit maintenant T une distribution sommable sur R" 

On peut definir son image directe sur le tore, par 1 ’application 
canonique x—*~x de R" sur T" (cette application canonique n’est 
pas r^gulifere a l’infini, d’oii la restriction relative a la sommabilite 
de T). Cette image est identifide h, une distribution periodique sur 
R\ que nous appeilerons ctT, transformee periodique de T. 

Soient 9€(2) Ll ) R » ; S, S t , * T 0 )'),*; on a; 


®? == S?(* — 0 ; 

1 i 

(oS)° O i = S . ^ ; t 1 © (ra<p)° = T . 9 
(ctS) # O (gX<J>) # = S . CT<P = oS . 9 

, VIl T . C(oS,)-©( n S,)-=(S 1 . 0 S,)*=( 0 S 1 .S,)- = [ 0 (S,.SO]" 
( VH ’ :,6) | (a S)”®t = (S.T)- 

Ces formules permettent de calender les coefficients de Fourier 
d’une distribution T periodique sur R\ sans passer par les produits 
scalaires sur le tore : 


(VII, 1; . 5 ) 


(VII, 1; 1 7 ) a,(T)=T.e„ 

e { etant n’importe quelle fonction €( 2 )) fou (S> L ,)], dontla transformde 
periodique ere, soit exp ( — a vnl.x'). On prend habiluellemenl, si T 
est une fonction /, e t egalek exp. ( — 2irJ.x ) sur un cube des p^riodes 
et b o aiileurs, ce qui exprime a,(/) par une integrate portanl sur un 
cube des periodes ; cette methode est inutilisable si T est une 
distribution, car la fonction e, choisie est discontinue. 

Mais on a aussi 


(VII, 1 ; 18) a,(T)exp(at7r/.x) = T® exp (atir/.®)=T*E f , 
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% etant rTimporte quelle distribution €(2*L t ), dont la transform^e 
p^riodique oE, soil exp. ( 2 inl.x). On pout alors prendre pour E* 
la fonction discontinue habituelle, ayant pour support dans R" un 
cube des periodes. 


§ 2 L,A TRANSFORMATION DE FOURIER USUELLE DANS l’eSPACE 
A n DIMENSIONS ( l ) 


Transformation de Fourier usuelle Soient X* et Y" deux 
espaces vectoriels isomorphes a l’espace R"; un point xde X" aura 
pour coordonn^es x t , x % , ... x n , un point y de Y" aura pour coor- 
donn^es y t , y t , • • • y n - ft° U8 continuerons a adopter les notations 
a une dimension des chapitres precedents; nous supposerons de 
plus que X” et Y" sont mis en duality par ie produit scalaire 

(VII, 2 , i) x-y=x,y l -i-xj i ...-r-x n y n . 

La transform^e de Fourier usuelle de la fonction f(x ) sur X" est 
une fonction g(y) sur Y" definie par la formule 

( g = $f 

(VIL a , 2 ) exp (— 2 i*x.y)dx, 

et l’on a la formule de reciprocity de Fourier 


(VII, 2 ; 3) 


\ f=*9 

l f( x . ) ~ff' • -fffiy) ex P (*+■ ™™-y) dy- 


D’au'tre part on a la formule de Parseval qui jouera un r6le essen- 
tiel dans la suite: si g t ~ 3f t , g t = ^f t , cette fortnule s’6crit 

rvn cLc =.(f • ‘ •/ 9ti)9j,y) d y> ou 

/.(*)/»(*) dx —JJ- • •/ 9iy)9l— y) d y • 

Les formules precedentes n’ont de sens que moyennant des 
conditions tres restrictive®. Ainsi (VII, 2 ; 2 ), qui definit la transfor- 
mation de Fourier, suppose que f(x) soit sommable sur X". Dans ce 
cas g[y) est continue, et un theorfeine classioue de Lebesgue exprime 


(*) Pour les propriety* classifies de I’integrale de Fourier usuellc, on pourra consulter : 
Bocbner [iJ, Titckmarsh [i], Cari.i man [i], A. Weil [i], Wiener [i] 
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qu’elle tend vers o pour co. On peut cependant luidonner un 
sens dans des cas plus g£neraux, a l’aide de proced&s divers : 

a) Lorsque f(x) crott lentement pour Jad-*- oo, on peut ddfinir g 
par la methodedeM. Bochner, systematise dans le cas d une dimen- 
sion (n = i), ou par la m^thode de M. Garleman('); cela rentrera 
dans nos formules ulterieures. 

b) Par ailleurs, si^x^lA i </> < 2, on peut, par un proc£d£ 
fonctionnel classique (theorie de MM. Plancherel-Riesz), d^finir glo- 
balement g(y), bien que l'intlgrale qui d&init g ne converge plus 
pour les valeurs individuelles de y pour p 1 . Alors g{y)^U > , 
p' = p/(p — 1), avec la majoration 


(VII, 2 ; 5 ) 



l’inegality devenant £galit 4 (Parseval) pour/? = 2. 

Par contre ce n’est que dans des cas restreints que la formule de 
reciprocity (VII, 2 ; 3 ) a un sens; par exemple si f(x ) est som- 
mable, g(y), qui cst continue, n’est nullement sommable en general ; 
si la fonction g(.y ) se trouve verifier les conditions a) ou b) permet- 
tant de lui appliquer.la transformation alors on sait que 3 g est 
egale & f. 

De m£me la formule de Parseval n^cessite des conditions particu- 
lifcres ; il n’est pas suffisant que les deux membres aient un sens pour 
qu’ils soient dgaux. On peut dire en tout cas que, si f(x)$ L 2 , du fait 
que g(y)£ L\ la formule de reciprocity (VII, 2 ; 3 ) est valable, el 
que f et g jouent des roles symytriques, if et J ytant deux isomor- 
pbismes ryciproques entre (L*).,. et (L 2 )^ ; si f x ,f r g t ,g r sont dans L 2 , 
la formule de Parseval est valable, les deux membres etant des int£- 
grales de fonctions sommables. Si X n et Y" sont confondus avec le 
meme espace R\ if et 1 if sont des operateurs unitaires dans L 2 . 

On dyfinit aussi la transformee de Fourier (ou Fourier-Stieltjcs ) 

d une mesure sommable a ^ Jj • • - f\d<j.\ <C H- 00), en rempla^ant, 
dans (VII, 2 ; 2), f(x) dx par dy.\ c’est une fonction continue bornee 
9 ( 7 )- . 


Cas des distributions Nous allons definir la transformation de 
Fourier pour des distributions, et donner la m 6 me valeur aux deux 
formules reciproques. Cependant il n’est pas possible de definir la 


(*) Bochner (iJ p iro-i44; Garleman [r] p. 6-5a 
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transform^ de Fourier d’une distribution quelconque T€(3>') x comme 
une nouvelle distribution. On peut voiren e(Tet que toute definition 
acceptable de tFY donne h cet element des proprietes incompatibles 
avec celles d’une distribution. Pr^cisons. Une definition acceptable 
de la transformation de Fourier doit 6tre d'une part telle que soil 
une transformation linlaire continue, d’autre part telle que, pour 
g^n^raliser une propria classique de la transformation de Fourier 
usuelle, 

(VII, 2 ; 6) Jf(a?T) = — ~ (SFT) (cas d’une variable, n = i); 
en particulier, comme #(i)=$, mesure de Dirac : 

s *={-±y-’ ^=(- 4 )"^’ 

Comme la s^rie £ af'/m ! converge vers e* Uniform&nent sur tout 
compact, done dans (U)'), la serie Y( — — ) — - devrait converger 

\ 2 ITT f m ! 

dans vers Mais cette s£rie n’est pas convergente dans 

(9>') r , car ses termes ne sont pas des derivees d'ordre Jixede fonctions 
continues (tlieoreme XXII du chapitre in). Nous sommes done ame- 
nds a dire que : 

i° La transformation de Fourier ne pourra Stre d^finie que pour 
les distributions appartenant a un sous-espace ($') x de (!i v ) x ; la fonc- 
tion e x n’aura pas de tiansformee de Fourier. 

2 ° II faudra munir d’une topologie plus fine que celle de(!i y ) x , 
pour que ff puisse etre une transformation lin^aire continue. Dans 
cette nouvelle topologie, une serie telle que ^x m /r nl ne devra pas 
converger. 

Des transformations de Fourier pour des distributions non tem- 
perees ont ete etudiees dans le cadre des fonctions generalisees par 
Gelfand-Shilov [i]. 


§ 3 L’eSPACE ) DES FONCTIONS INDEFINIMENT DERIVABLES A 
OECROISSANCE RAPIDE SUR R n 

L’espace (if) Soit(if) l’espace vectorieldes fonctions numdriques 
9 («) sur R\ indefiniment derivables au sens usuel. et decroissant. 
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pour oo . plus rapidement que toule puissance de i/jarj, ainsi 
que chacune de leurs dyrivdes. 

(VII, 3 ; i) lim |ar*D p <y(x)!==o. 

nour tout p =!/>,, p % , ... p n \, et tout entier k^o. 

On peut encore dire : si q>€(£f), tout produit d’un polynome P(a?) 
par Q*?, ou Q est un « polynome de derivation » [voir formule 
(V!, 3 ; 33)], est une fonction continue bornee sur R\ et r^ciproque- 
ment; ou aussi, si <p€(*f). toute derive Q*(Po) du produit de <p par 
tout polynome P est une fonction continue bornee, et r^ciproque- 
ment. La fonction sera dite, pour abreger, « indefiniment derivable 
h decroissance rapide )>. (2>) est evidemment un sous-espace de(if). 

Nous introduirons dans (if) une topologie : des o^if) convergeront 
vers o dans (if), si, quels que soient le oolynome P(a?) et le polynome 
de derivation Q, les P(Q* 9 /) convergent verso uniform6mentdans R n ; 
ou encore si, quels que soient P et Q, les Q*P-p ; convergent vers o 
uniform^ment dans R n (Comme toujours. aucune uniformity n’est 
requise relativement a tous les polynomes P et Q). Un systfcme fon- 
damental de voisinages de o dans (if) est defini par les V(m ; k ; e), 
m, k, entiers ^ o, c nombre > o ; <p€V(m ; k; c), si <p€(if) et si 

(VE, 3; 2 ) l(i-+-r*)*D p ? (x)!<e, 

pour toute d^riv^e d’ordre [jo| m. 


Mais on voit mfcme aisdment qu’une seule in£gality, vyrifiye sur 
h\ telle que 

(VII, 3; 3) 

! 0""? » < n _ 

°" ^(i+rT’ 


entratne, si m et N sont assez grands et vj assez petit, le systeme des 
in^galitys (VII, 3 ; 2 ). 

En efFet, pour toute fonction J/€(if), une majoration d’une d^riv^e 
donne une majoration de la fonction, du fait que peut s'^crire 


(VII, 3; 4) 

l if — f ^ (*»• **)<#, pouf < o. 

fx X * P our x t>°- 


et 
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Un ensemble Bc(if) est born6 si, quels que soient le polynome 
P(ar) et le polynome de derivation Q, les P(Q*;p) (ou les Q*Po), 
(p^B, sont des fonctions continues bornees sur R" dans leur ensemble ; 
et r&dproquement. 

L’espace (if) est localement convexe, complet, et a base denom- 
brable de voisinages. Tous les theorfcmes demontres au § 2 du cha- 
pitre hi relativement a 1’espace (iff) sont vrais aussi pour l’espace (if) ; 
en particulier (if) est un espace de Montei, ou il y a identity entre 
ensembles born6s et ensembles relativement compacts. En elTet, si B 
est un ensemble borne dans (if), alors, quels que soient P et Q, les 
P(Q * 9), <?€B, sont bornees par une meme fonction tendant vers o a 
l’inlini. done on est ramene, pour d^montrer la convergence uni- 
forme sur 11", a demontrer 'a convergence uniforme sur tout 
compact; on emploie alors le theorenie d’Ascoli, comme au thdo- 
dme VII du ebapitre 111. 

Nous admettrons- sans demonstration la propriety suivante : 

Pour qu'un ensemble B dc (if) soil borni, il faut et il sujfit qu'il 
exisle une fonction continue ^ o, k(x), decroissant plus vile, pour 
)a:j— ► 00 , que toule puissance de 1 /jar!, et une suite de conslantes ^ o, 
k p , telles que I'on ait, pour loute <p^B ; 

(VII, 3 ; 5 ) |D p 9(x)I-^ k p k(x). 

Interpretation giomilrique II est interessant de donner une 
autre interpretation de l’espace (if). Considdrons la sphere S’* k n 
dimensions, avec la structure differentiable qu’elle possede comme 
spbfcre de l’espace euclidien R n *‘, a n-f-i dimensions. On sait 
qu on peut representer S’* par 1 ’espace R" augmenle d un point a 
1 infmi, to, la structure differentiable elant, a distance finie, celle de 
R\ et au voinage du point a>, celle que I’on obtient sur R* au voisi- 
nage de i’origine par une inversion de centre origine. Comme S’* est 
compacte, ( c i') s n est simplement l’espace de toutes les fonctions ind^- 
finimerit differentiables sur S\ il a une base denombrable de voisi- 
nages (chap. 1; § 5 , 3 U ). 

Comme R n est un ouvert de S’*, toute fonction 9 sur S’* a pour 
restriction une fonction 9 sur R 1 *. 

Theoreme II L' espace topologique (if) sur R" est isormorphe, 

par la correspondance entre 9 el 9, au sous-espace vectoriel fermi 
(£ff) s « de respace (£®) s », constitui par les fonctions 9 qui sont nulles ainsi 
que toutes leurs dir ivies successives au point o>. 
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Naturellement sar S" on ne pent pas parser de la derivee d’un© 
fonction en un point, sans fixer pour quel systeme de coordonnees 
locales; mais on peut parler d une fonction ayant tontes ses derivees 
successives nulles en un point, parce que c’est une propriete inde- 
oendante du systeme de coordonnees locales choisi. 

Pour une fonction nous definirons son prolongement 9 sur 

S’ 1 , par 9(a)) = 0. Cette fonction 9 est evidemment indefiniment 
derivable sur S" sauf peut £tre en o> ; mon Irons que toutes ses d 4 ri- 
v£es convergent vers o quand x tend vers w. Une inversion de 
centre O transforme ?e point x en x' , la fonction o en 9' ; on a 

(VII, 3 ; 6) x, = x ',// 2 : x\ = xj r * ; <%'(, x ') = ? (a?) . 

Les derivations successives donnent la majoration 

(VII, 3 ; 7) 

'D£'9'(a/)K K m sup. JD*9 (x)]( 1 -+- r 2 ) m , pour 
I?K»* 

Mais puisque, pour jxj— *- go, toutes les derivees successives de 9 
convergent vers o plus vite que toute puissance de i/r. toutes les 
d6riv6e successives de o'(ar') convergent bien vers c a Vorigine. Aiors 
y'( x ') est encore indefiniment derivable et a toutes ses derivees nulles 
k 1’origine, de sorleque 9 appartient a et a toutes ses derivees 

nulles en to ; 

b ) Reciproquement, si 9 appartient a (fi)) s », sa restriction 9 a .R'* 
est indefiniment derivable sur R n . Comme 9 a toutes ses derivees 
nulles en w, c’est-a-dire que D r 9'(x'), pour tout p , converge vers o 
plus vite oue toute puissance de r' quand x' tend vers o, la meme 
majoration (VII, 3 ; 7), oil l'on inlervertit x et x! , r et r', 9 et 9', 
montre que D p o(x) tend vers o, pour oc, plus vite que toute 
puissance de i/r, done 96^) sur R\ 

Enfin l isomorphisme entre(^f) et (*>* esttopologique. La conver- 
gence de 9 dans (if) et celle de 9 dans (J)) s .» sont equivalentes d’apres 
(VII, 3 ; 7). 

Ce theorkme permet de r^obtenir toutes les proprietes de ( 3 ) a 
partir de cclles de ( 3 >) s «. La sphere S" ne joue pas la un role parli- 
culier, n importe ouelle « compactification >* assez reguliere de R* 
jouerait le mkme r 61 e, Un cas important sera cclui de I espace projectif 
r6el P", reunion de R" et d’un « hyperplan a l’infini » <0. 

Si des 9, e (D) convergent vers 0 dans I’espacc topologique (‘j)), 
elles convergent a fortiori vers 0 dans (C|). La reeiproque est fausse; 
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la topologie de (2)) est strictement plus fine que la topologie induite 
par (bf). 

Theoreme III L'espace (2)) est dense dans Vespace (cf). 

Considerons en effet une suite de fonctions x Jt j =z i, a, ... & 
supports compacts, telles que les fonctions Xj — i convergent 
uniformement vers o sur tout compact pour j—*~oo ainsi que 
chacune de-fours deriv^es, et'que oes fonctions restent uniformement 
bornees sur R", ainsi que chacune de ‘eurs d^riv^es. Alors, pour 
toute o€(>f), les €( ( i>) convergent pour j ao vers <p dans la 
topologie de (if), c. q. f. d. 

Ce th^orfeme est aussi evident sur la sphere S" : il revient a dire 
que le sous-espace de (U)) s( . forme des fonctions nuiles au voisinage 
de w est dense dans (fi>) s ... 


§ 4 L’espace ((j 1 ) des distributions a croissance lente ou 
temperees. 

(;f). dualde (2). 

Nous appellerons (if') le dual de l’espace topologicrue (if), c’est-S- 
dire l’espace des formes lineaires T(tp) definies pour cp€(if) et 
continues : si des <p ; convergent vers o dans (if), et si Tfc(if'), les 
nombres complexes T(<pj) doivent tendre vers o. 

Si Tt(it'), r( ? ) est a fortiori definie pour o6(^) ; d’autre part, si 
des ) convergent vers o dans (iD), elles convergent aussi vers o 
dans (if),; done les T(<p ; ) doivent converger verso. Cela prouve que T 
definit une distribution ordinaire T,, appartenant a (iiV). Cette 
distribution T, determine enticrement T, car T(p) est connue pour 
toute ?(■('.!'), done pour toute o€(if), puisque (if) est dense dans (if) 
(theoreme III). Nous pourrons done dans ce cas identifier compfo- 
tement T et,T t , considerer tout element de (if') com me une distri- 
bution, et l’espace (if') corame un sous espace vectoriel de (‘J)'). 

Lne distribution quelconque Tfc (“i Y ) n’appartient pas k (if'); par 
exemplc la fonction e* n’apoarlient pas a (if'), comme nous le verrons 
plus loin. Bien evidemment (f*')c (if'). 

Une distribution 6(if') sera appelee a croissance lente ou temp^r^e. 
Nous verrons plus loin pourquoi (Theoremes VI et VII). 
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Theorems IV. — Pour qu’une distribution Te('l v ) appartienne a 
(if'), it faut et ilsuffit quelle soit une forme lineaire sur ('4)), continue 
relativement a la topologie induite par celle de (if) sur (^). 

La condition est evidemment nccessaire. Ellc est aussi suflisante, 
car alors 1(9) est une forme lineaire continue sur (:i)), sous-espace 
dense de (if), done proiongeable d’une maniere unique en une forme 
lineaire continue sur (if). 

Nous introduirons dans (if') une topologie, celle de dual de (If), 
(chapilre m, § 3). (if') est complet, localement convexe, a base non 
denombrable de voisinages. II possede toutes les proprietes dEmon- 
tr^es pour ('£') au § 3 du ebapitre in (a I’exception evidemment du 

eriteredeconvergence, thEoremeX.VI). Enpartieulier^estunespace 
de Monlel ou les ensembles bornEs sont relativement compacts ; (if) 
et (if) sont reflexifs, chacun est le dual de l’autre. 

On peut donner une autre interpretation de (if'). 

Interpretation giomttrique de (if 7 ). 

Le ihEorEme III permet de montrer ce qui suit : 

ThEor^me V Pour quune distribution Tt(3 v ) appartienne a 
(if'), il faut et suffit quelle soit la restriction a IV, consider'd comme 
oavert de la sphere S", d'une distribution T sur la sphere S". 

i° La condition est suflisante. Si T est une distribution sur 
S\ T(ip) est une forme lineaire continue sur (:!%,,; done a fortiori 
sur le sous-espace (^) s „ des fonctions nulles en <0 ainsi que toutes 
leurs derivees ; alors la restriction T de T a IV, definie, pour ^(if)) RH , 
par T(9) = T(9), est definie el continue, non seulement sur(lJ)) mais 
encore sur (If), done T apparlient a (If'). 

2° La condition est necessaire. Si T est une distribution €(ff) sur 
R", elle est une forme lineaire continue sur (if), done sur le sous- 
espace vectoriel ('-f) s «- Alors, d’apres le theoreme de Hahn-Banach, 
elle peutse prolongeren une forme lineaire continue sur (!$) s „, e’est- 
i-dire une distribution T sur la sphere S' 1 . Cette distribution T n’est 
Evidemment pas unique; on peut lui ajouter n’importe quelle distri- 
bution nulle sur c est-a-dire de support ponctuel o>. D’ailleurs 

Is thEoreme VII exprime simplement que, (if) etant isomorphe a un 
sous-espace fermE ('J)) s » de (U)) s <., son dual (if') est isomorphe au quo- 
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tient de par le sous-espace orthogonal k (2))s». On peut voir 

qu’il s’agit 1& d’un isomorphisme d’espacea vectoriela topologiques. 

Comme nous l’avons fait remarquer page 236 '.a sphere S* ne joue 
pas la un role particulier. On peut, par exemple, la remplacer par 
1’espace projectif P". 

Caracttrisalion des distributions temptrtes par leur croissance 

Nous allons maintenant £tudier la structure concrete des distribu- 
tions $(if'). Le th6or&me qui suit s’&end a un ensemble bomd ou k 
une suite (ou un filtre a base bornee ou ddnombrable) convergeant 
vers o dans (if'). 

Theor£me VI Pour qu’une distribution T€(£D / ) soil temptrte, il 
faut et il suffil quelle soil une dtrivte d’une fonclion continue a crois- 
sance lente ausens usuel, c’est-a-dire d'une fonction qui est le produit de 
P(jj) = (i -f- r 2 )* /2 par une fonction continue bornte sur R" ; 

(VII, 4: 0 T = D> r P(x)/(x)l = D*((. -H r>)7(*)) • 

2 ° Pour qu’une distribution T appartienne d (9"), il faut et il suffit 
que toutes ses rtgularistes T»x, a€(ii)), soient des fonct ions continues 
d croissance lente ; il existe alors un nombre riel k tel que les 
(T*«)/(i -H r 1 ) k ' i soient toutes des fonclions continues borates sur R*. 

3° Pour qu’une distribution T appartienne d (if'), ilest ntcessaire 
qu’il existe un nombre rtel k tel que la distribution T/(i -t -r*)* / * soil 
borate sur R n (€(iB / ) > voir chapitre vi, § 8), et suffisant que pour toute 
fonction qtfif), pT soit borate sur R*. 

4° Pour qu’une distribution T appartienne d (if'), il est ntcessaire 
qu it existe un nombre rtel k tel que les distributions r fc T/(i -t-ldf)** 
soient borntes dans (££'), et suffisant que, pour toute fonction numtrique 
c(h) d dtcroissance rapide pour j A ] — *- go , les c(/i)t*T soient borntes 
dans ($'). 

G’est ce th^orfeme qui justifie le nom de distributions & croissance 
lente. Il montre en particulier, comme nous i’avions dit au § 2 : 

a) que e 1 (cas d’une variable, n = i) $(#'), car aucune de ses pri- 
mitives nest a croissante lente ; 

ot 

b) que la s£rie ! (mdme cas, n = i) n’est pas convergente 

*• m 

dans (if'), car les sommes partieHes 2 ne sont pas, mdme aprfes un 

0 

nombre ouelconque d’intdgrations, borntes par un polyndme. 

D’aulre part, toute distribution temp6r6e est d’ordre bom6 sur R\ 
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Raopelons qu’on peut remplacer 2° par un th^oreme plus fin (voir 
thlorfeme XXII du chapitre vi). 

Nous demontrerons le theorbme dans I’ordre suivant : 

a) Si T€(tf'), il existe k tel que T/(i -f-r 4 V t/4 soit une distribution 
born6e sur IV. En effet T(^>) est borne lorsque 9 parcourt un voisi- 
nage de o dans (tf); done il existe un entier m et un nombre k reel 

£ 

tel que, si les (1 -+- r l ) * <?; convergent vers o dans (cliapitrc vi, 

§ 8), les T(o ; ) convergent vors o. Mais 

(VII J; 2) T( ? ) = [T/( i H- . (. -f- i*)* 9 ; 

cela prouve que T/(i -+-r 2 ) fc/ * est une forme lineaire continue sur 
(hD Lf ), done €($')• La structure des distributions bornees sur R" 
(chapitre vi, th^oreme XXV, p=z 00) montre alors que T est somme 
de derivees de fonctions continues k croissance lente ; par integra- 
tion on pourra ramener cette somme a une d.6rivee unique (mais 
avec une valeur plus grande de k). La reciproque £tant 6vidente, 
cela prouve (i°). 

Remarque Si, au lieu d’une distribution, on avait une suite 
Ty co.nvergeant vers o dans (#'), on prouverait seulement (voir 
page 202, remarque 2°) que les Ty/(i r*) fc/ * convergent faiblernent 

vers o dans (sF) ; on en d^duirait que les T ; /(i +d) 1 convergent 
fortement vers o dans ($'). 

b) Si, pour toute <?€(#), 9T est dans ($'), on a aussi 

(VII, 4 ; 3 ) ?T = (-— L- ’ [((. 

(thdorfeme XXVI (i°) dot chapitre vi). On peut alors poser, pour 9€(^)» 

(VII, 4 -, 4 ) T . <p = <pT ■ f <yT. 

T . 9 est une forme lineaire sur (£f), continue parce que limite de 
formes lineaires continues a v T . 9, « v €(^) (th« 5 oreme de Banach- 
Steinhaus ; voir th^or&me XX du chapitre vi). Done T*z(if f ). a) et 6) 
prouvent ( 3 °). 

c) - Si T6(^), son expression suivant (VII, 4 ; 1) montre que ies 

t*T/(i — f— I A|*)* /2 sont bornees dans (■$)'). Reciproquement, s’ii en est 
ainsi, alors (chapitre vi, tl« 4 oreme XXII) il existe un entier m '^o, 
tel que, pour toute les r h (T*y.)/(i soient, sur un 
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divert Q, relativemeat compact, des fonctions continues bornees ; 
cela revient a dire que (T*x)/(i -f- r 2 ) k,i est une fonction continue 
bornee sur IP, ou que T*z est a croissance lente; la formule 
(VI, 6 ; 22) montre alors que I on a (VII, 4 : i), done que 

(f) Si, ouelle que soit la fonction c(h) a decroissance rapide pour 
\h — *- oo, les distributions c(A) t a T Torment un ensemble borne dans 
i S''), alors les nombres c( 4 .)t a T . o sont, pour/ifclP, born^s oour toute 
fixee ; autrement dit la quantite t,,T . 9 est, oour toute 
unc fonction de h a croissance lente. Montrons que cette croissance 
est uniformement lente lorsque 9 parcourt (t$ K ). Pour h fix6, la 
quantity 

(VII, 4; 5) log!?*T.o|/log\/i 

est une fonction continue de q€(^ K ). En vertu de rhypothfcse, ces 
fonctions continues de 9 sont, lorsque h varie dans IP, bornees dans 
leur ensemble oour toute 9 fixee. Done, d’apres un theorems clas- 
sique de Baire('), ces fonctions de 9 sont bien bornees dans leur 
ensemble sur un ouvert convenable de ( 3 V). Soit k la borne supe- 
rieurc. Alors les t a T/(i -t-l hf) k,t sont bornees pour toute 9€(£P K )» 
done aussi pour toute et par suite forment un ensemble borne 

dans (,'i v ), et d’apres c), T€(tf). 

Alors c) et d) demontrent 4 °- 

e) Supposons que, pour toute ^((P), (T *«) soit a croissance lente 
(cette croissance pouvant a priori deoendre de a). Alors, pour toute 
function c(/i) u decroissance rapide, les fonctions c(/t) t a (T*x) Sont 
bornees sur tout compact de IP pour z fixe. Cela prou ve (theoreme XXII 
du chapitre vi) que les distributions c(h) r h T sont bornees dans (■£') ; 
('/) prouve alors que Alors (i°) et (e) prouvent (2 0 ). 

Remarque La borne inferieure des valeurs de k possibles dans 
re theoreme peut etre appelee l’ordre de croissance de T a Vinfini. 
foutes les definitions donnent la meme valeur de k, si oour (i°) on 
prend une somme fmie de derives. 


Sfesurcs positives temperees Nous dirons qu’une mesure y. 
sur IP est a croissance lente dans I’espace (C) des mesures, s’il existe 
un entier l tel que 1 integrate 


(VII, 4. 6 ) 



l 1, V»ir UuunD^xi |2|, $ .*». i>° 4, 2 , til 
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soit oonvergente. Gela revient a dire qu’il existe an entier f tel qae 
lint^gra’e 

(VII, 4 ; 7 ) -fj*\ 

soit 0( A f ) pour A oo ; ou encore que ;x est le produit d’un polynome 
par une mesure sommable sur R\ 

Th£or£me VII Si y. est une mesure sur R", pour quelle soit 
dans (i$ r ) il est sujjisant, et nicessaire si eUe est ^ o, qu’elle soit a 
croissance lente dans ((?'). 

La condition est 6videmment suffisante, d^montrons qu’el'e est 
n^cessaire. En utilisant la m6me m^thode que pour le theorfeme 
prudent, on voit d’abord qu’il doit exister un voisinage de o dans 
(if), d^fini par I’inlgalite 

(VII, 4 ; 8) | D p <p(ar) | (i -4- r 2 )' <1 to pour tout p tel que !/>j ^ m, 

sur lequel »x est bornee par i . Or si nous consid^rons les fonctions 
ocj^o utilises au th^oreme III, les fonctions cxj/(i-t-r‘)'((3>) 
vlrifient (VII, 4 ; 8) pour t assez petit. Done. on a, pour tout j, 

(VII, 4. 9) ^ S/(' -+-'")'] = «// • • • / ( "7^.y< .• 

En passant h la limite pour oo, puisque fx^ o on en d£duit, 

(VII, 4, io) (f " 'f 1 < I / e * 

Pour un ensemble born£ de mesures ^ o dans (£*'), / et c seraient 
fixes. Ricn d’analogue pour une suite convergente. D’autre part 
aucune condition n^cessaire du type ci-dessus n’existe pour des 
mesures non ^o. Ainsi, sur la droite (n= r), la mesure y d^finie 
comme suit 

(VII, 4,. I) = 

est ^ croissance lente dans (!J V ) c est-a-dire si la s^rie 2! a <| e / es I 

convergente (car, toute ?€(^) ayant une deriv^e bornee sur R', on 
peut majorer Jy.(<p)( par £la,je, Max- l ?' ! ) ; or cela permet de prendre 

la suite des a, aussi rapidement croissante qu’on veut, pourvu que 
la suite e, tende assez rapidement vers o. D’ailJeurs une somme de 
doublets tcV.e que est un cas limile du precedent, si la s&rie 

2|6,! est convergente. 
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Un thSorhme de prolongement 

Le th£or&me VII est un cas particniier d’un autre beaucoup plus 
g€n£ral sur le prolongement des distributions, que nous nous 
contenterons d’dnoncer ici : 

T h£or6me VIII Si V" est une variSte indSJiniment dijfirenliable, 
munie (Tune mStrique riemannienne , 12 an ouvert de V n , p une mesure 
dSfinie sur Cl, pourque y. soil prolongeable en une distribution T sur V*, 
il est suffisant, et nScessaire si que , quel qae soil le compact K 

de V", I' integrate 

(VII, 4; .2) //■■■f K J d ( x )l'W 

soil convergente pour l assez grand, d(x) Slant la distance de x h la 
frontikre Cl de Cl . 

£videmment ja nest prolongeable par une mesure que si on peut 
prendre l=o. 

Dans le cas de la sphere S", on pourra prendre une m£trique 
riemanienne ou la distance d’un point a^R* a <*> soit l/y/i+r 1 ; avec 
V B = S n , Q = R\ on retrouve le th&>rfcme VII. 


§ 5 Operations algebriques dans l’espace (( f ) des distri- 
butions TEMPEREES 


On d6finit sans difliculte le produit tensoriel de % distributions 
temples ; c’est une nouvelle distribution temp4r£e et les tb^or&mes 
d<5montr6s au chapitre iv sont encore valables. Pour d^finir la multi- 
plication et le produit de composition dans (if'), nous sommes amends 
h introduire de nouveaux espaces vectoriels, (0 M ) et (0^). 


Les fonctions indSJiniment dSrivables a croissance lenle , Vespace 

( 0 «) 

(0 M ) sera l’espace des fonctions « indefiniment dirivables a 
croissance lente ». Pour que a€(0 M ), il faut et il suffit que <*€(&) et 
que toute d£riv£e D p a soit majoree par un polynome (dont le degr6 
peut dependre de p) ; ce qui revient a dire que le produit JT > P a de 
toute d£riv6e D p a par toute fonction est borne sur R\ On 

d^finira une topologie sur ( 0 M ) de la fapon suivanfe : des «/€(0 M ) 
convergeront vers o si, quel que soit p et auelle que soit la fonction 
/€(#), ie produit converge vers o, uniform^ment sur R\ 
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r Cette convergence est naturellement uniforme par rapport a / si/ 
reste borage dans (#)]. ( 0 M ) est un espace vectoriel complet loca- 
lement convexe, a base non de'nombrable de voisinages. Pour qu’un 
ensemble Bc(0 M ) soit born 6 , il faut et il suflit que, pour tout p, les 
D p a, afcB, soient major<5es parun mSme polyndme pouvant d^pendre 
de p. Pour qu’une suite (ou un filtre a base bornee ou denombrable) 
x converge vers o dans (0 M ), il faut et il suftit que, pour tout p, les 
D r*j soient produits d’un polyndme P p (dependant de p, non de/) 
par des fonctions convergeant uniformement vers o sur R n . 

Les distributions a dtcroissance rapide, F espace (0' c ) 

L’cspace ( d ' c ) est I’espace des « distributions a ddcroissance 
rapide ». Une distribution T appartient a (0' c ) si, quel que soit k, 
est bornee sur R n [c’est-k-dire €($'); voir § 8 du 
chapitre vi]. Nous munirons (Oc) de la topologie suivante : des 
T-€(£>c) convergeront vers o dans (< 0 ' c ), si, quel que soit k, les 
(i convergent vers o dans (S'). 

Theorems IX Pour quune distribution T appartienne a ( 0' c ) : 

i° 1 1 faut et il suffit que, quel que soit k ^ o, T soit somme finie de 
dfirivtes de fonctions continues dont le produit par (i+r ! )‘ /! soit 
bornt sur R\ au sens usuel; 

2 ° Il faulet ilsujfit que, quelque soit k^o, Vensemble de distributions 
(i -\- { hf) k,i x k T soitborni dans ( 3 )') ; 

3° 1 1 faut et il suffit que, pour toute a €(^), T * * soit une fonction 
continue, a ddcroissance rapide a Finjini. 

La demonstration de ce theorkme est immediate, avec les m 6 thodes 
des § 7 et 8 du chapitre Vi ou celles du th 6 oreme VI du chapitre vu. 
Il se generalise de la manifere habituelle k un ensemble de distribu- 
tions borne dans (Oc) et a une suite (ou un filtre k base bornee ou 
denombrable) convergeant vers o dans (<%). 

Remarque importante Soit T^(C^). Quel que soit k, il existe un 
entier m tel que, pour *6(2' m ), T*x soit une fonction continue dont 
le produit par (i -4- r 2 )* /2 soit borne sur B" ; mais m augmente avec k 
et, pour m fini, T * x peut ne pas etre une fonction continue k 
d^croissance rapide, tandis qu’elle Test toujours pour rn= oo , a €(^)- 
Notons aussi oue (Of) n’est oas le dual de (0 M ) (Voir exemple). 

Ajoutons enfin la relation suivante entre les espaces (if), 
<?'). («„). (Pc) : 

Pour quune distribution soil dans (if'), il faut et il suffit que toules 
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ses regularises T*a, a€(2>), soient dans (0 M ) ; pour qu’une distri- 
bution soil dans (®c), il faut el il sujjit que toutes ses regularises 
soient dans (if). 

On pourrait consid^rer le dual (0|*) de (0 M ), et un espace de 
fonctions indefiniment derivables (0 C ) d.ont (0^.) est le dual. Ces 
espacesne semblent pas jouer de rdle important. Par adleurs il n’est 
pas certain que (0 M ) et (& c ) poss&dent les propri^tes generates des 
espaces vectoriels, vues au chapitre in pour (3>) et (if/). 

Exemple Consid^rons (pour n= i) la fonction 
(VII, 5; i) f(x) = exp (iiEc*). 

/€(£); elle est bornee sur R\ mais ses d&ivdes ne le sont pas, de 
sorte que /£($). On voit imm6diatement que /€(0 M ), sa deriv&s 
d’ordre m 6tant le produit de exp (inx*) par un polyndme de 
degre m, H m (*). 

Par ail'eurs /€(0c)». ca r, quel que soit m^o, son produit par 
(i -4-ar 2 ) m est une distribution bornee. Soit en effet £ \H v (x) le 

developpement de (i suivant les polyn6mes H v (ar). On aura : 

(VII, 5 ; a) (i -4- x 9 ) m exp (iW) = £ f ex P («**)]€(&')■ 

v tm ax 

En divisant par (i h-# 2 )" 1 , on en dlduirait, par des integrations 
par parties, que exp ( inx 2 ) est somme finie de derivdes d’ordre ^ a m 
de fonctions major^es par C/(i -4-a;*) m ; mais elle n'est pas somme 
finie de derivees de fonctions continues h d6croissance rapide. Ses 
regularises T*x, pour <*€($), sont & d^croissance rapide, mais non 
ses regularises par x€(iJ) m ), qui ont seulement la propri£t6 de 
decroltre, pour !*!-*- go, comme des puissances de i/|x| d’autant 
plus grandes que m est plus grand (au moins comme ipx^). 

Cet exemple montre clairement pourquoi (0 M ) et (0^) ne sont pas 
en duality. Gar / et/(x)r=exp( — ins*) appartiennent toutes deux 
a (0 M ) et (0c), et JXx)f(x)dx — +oo. 

La multiplication dans ($ r ) 

Les esoaces (0 M ) et (Oj.) seront des espaces d’op^rateurs sur ($') ; 
(0 M ) 1' espace des operateiirs de multiplication, (0(>) l’espace des 
op^rateurs de composition. 

La multiplication aT se d^finit comme au chapitre -v . Mais on ne 
peut plus prendre afc(8) que'conque, sans quoi aT ne sera plus 
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dans (ST). On voit imm^diatement que si Td(£f'), x*(G M ), %T appar- 
tient k (if'), car la formule 

(VII, 5; 3) aT . <p = T .a©, <p€(if), 

a toujours un sens, a<p appartenant aussi k (if). 

Ge produit de multiplication poss&de les proprietes enonc^es au 
chapitre v ; en particulier on a evidemment : 

Theoreme X V application bilineaire (a, T) — *■ aT de (0 M ) X (qf) 
dans (6 ?') est hypoconiinue. Le produit d' un nombre fini quelconque 
de distributions e(cf'), qui toules, sauf une au plus, sont dans (0 M ), 
est assoc i.at if et commutatif. 

Soit xd(8). On peut montrer aue si, quelle que soit Td(if'), aT 
est aussi dans (if'), alors ad(0 M ). Autremertt dit, lespace (0 M ) est 
1’espace de tous les multi plicateurs sur (If'). De plus, si des x jt(0 M ) 
sont tels aue les a/T convergent vers o dans (if'), uniformement 
lorsque T reste bomee dans (if'), alors les a ; - convergent vers o 
dans (0 M ). 

(0 M ) a done la topologie induite par l’espace if) de tous les 
op^rateurs continus de (if) dans (if'), muni de la topologie canonique 
de la convergence uniforme sur les parties born^es. 

La convolution dans (if'). 

Le produit de convolution estun plus d^licat a d^finir. On peut 
toujours consider S*T, Sd(£'), Tfc (if'), et il n’y a aucune difficult^ 
a voir que S*Td(if'). Mais, du fait que la croissance a I'infini de T 
est limit^e, S n’a plus besoin d’etre a support compact; nous allons 
voir qu’on peut prendre S €($c)- Gonsiderons, en effet, le produit 
scalaire 

(VII, 5; 4) (S ? xT fI ).*G-»-u) f 

certainement d£fini nour S€(S'), Td(if'), ?€(£D). 

Nous allons montrer que si on place sur (£') la topologie induite 
par (<%), sur (0) sa propre topologie, sur (iO) la topologie induite 
par (d), ce produit scalaire est hypoeontinu :autrement dit si deux 
des quantites S, T, <p, restent bornees, la 3 e convergeant vers 0, 
le produit trilineaire converge vers 0. 

D^montrons, par exemple, qu’il converge vers o si <p reste born^e 
dans (if), T dans (if'), et aue S converge vers o dans (G' c ). Gomme 
T reste born6e dans (if'), elle s’ecrit 

(VII, 5; 6) = 
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ou p et k sont fixes, /(yj) est line fonction qui reste continue et bor- 
n 6e par un nombre fixe sur R* (formule VII, 4 ; i). Alors 

(VII, 5; t>) 

dpt, . ^ -I-.)] =(- irff. . ./(i 

Mais on a, quels qne soient £ et yj , la majoration 

(VI!, 5; 7 ) I-Hlr,!*<C(l H-ICfKl -HjC-f-r.f) 
d’ou 

(VII, 5; 8 ) JDgT^^-f-uXlKqCi 

Xj (/'•••/ -+-»)!(' 

L'int^grale qui figure au 2 * membre est indlpendante de $ et vaut 
jj . . ,J'\T> p *" 1 <p(t)l(i -h\t\') kia dt, et elie est born^e, pour p, q, k 
donums, quand cp varie dans (if) en restant born^e (§ 3). 

Alors la fonction ind£finiment derivable 1(0 = . <p(C- 4 - r>) v^rifie 

une suite d’indgalitds 

(VLT, 5 ; 9 ) !D*I($),'< Aji 

Pour l quelconque, on oeut £crire 

(VII, 6 ; ,o) S E .I(?)=(.+!$f)H. (T ^L;. 

Mais, en vertu de (VII, 5; 7 ), la fonction l(£)f(i -4-!£|*) //s reste 
born 6 e dans L*(R"), ainsi que chacune de ses derivees, si / > k -h n ; 
elle reste done born^e dans l’espace ($ L ,). D’autre part, S conver- 
geant vers 0 dans ( 0 ' c ), (1 — 1 — f^j*) // 2 S^ converge vers O dans (S'), quel 
que soit l\ le produit scalaire du a* membre, d’aprfes la duality entre 
(3) L ,) et ($'), converge done bien uniform£ment vers o, c. q. f. d. 

Les deux autres cas se d^montrent de fa?on analogue. 

Alors on voit que, par prolongement, on peut definir, d’une ma- 
ni^re unique, (S ? < 8 > T^) . 9 (£-+-yj) = (S * T) . 9 , pour S(0c), Te(tf'). 
o 6 (lf) ; alors S*T est dans (if*) puisque forme lineaire continue 
sur (If). On peut finalement 6 noncer : 

Thkoreme XI On peut defipir, d'une maniere unique, le produit 
de convolution S * T, Se(Oc), Te(i^), cest une distribution de {(f)- 
L' application bilineaire (S, T.) — *• S * T de (0' c ) X ((/') dans ((f) 
est h.ypocontinue. Le produit de convolution d' un nombre fini quel- 
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conque de distributions de (£j), qui toutes, sauf une au plus, sorit 
dans (Oc), est associatif el commutatif. 

Dans l’enoncc de ce thcoreme, on peut remplaeer, conime on le 
verrait aisement, (($') par l’un quelconque des espaces (®v), 
en particular ($'). On verrait de meme que la regularisation 
(T, a) — *• T * a est une application bilineaire hvpoeontinue de 
((f) X ((f) dans (0 M ), et de ( 0' c ) X (cf) dans (($). 

Remarquons enfin que la multiplication, consideree comme 
application bilineaire de (0 M ) X (0 M ) dans (0 M ), et la convolution, 
consideree comme application bilineaire de (Oq) X (0^) dans 
sont non seulcment hvpoeontinuos, mais- meme continues. 
(C’est evident pour la multiplication; pour la convolution, c'est 
moins simple, mais le theorcme XV ramenera l'une des proprietes 
a 1’autre.) 

Exemple La distribution L, de la formule (II, 3 ; 20) est dans 
(©c)* puisqu’elle d^crolt exponentiellement a l’infini. Elle peut done 
dtreconvolueeavec toute distribution de (If). En prenant l— 2k, on 
en d^duit que , quelle quesoit T $(if'), ^ existe une distribution et une 

seule S, qui soil dans (if') et vtrifie 1 — S = T . 

Pour k assez grand, L, k est m fois differentiable, et ses deriv^es 
d’ordre ^ m d^croissent exponentiellement a l’infini, de sorte que S 
devient une fonction continue & croissance lente, ce qui donne la 
decomposition de T suivantle th6orkme VI (i°), d’une fa^on parti- 
culi&rement simple : 

( L U *T = S 

(VII ’ 5:I,) >= 

Si maintenant T^O^), S est une fonction pour k assez grand, 
d’autant plus rapidement decroissante a Vinfini que k est plus grand 
(mais sans 6tre en general a decroissance rapide, ouelle aue soit la 
valeur de /:). 

§ 6 Transformation de Fourier des distributions tkmpkrf.es 

Nous nous appuierons sur les resultats connus de la transforma- 
tion de Fourier dans les cas el£mentaires (§ 2). 

L’espace (if') des distributions temp6rees sera le domaine par 
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excellence de (’analyse harmonique. Nous distinguerons nettement 
les rdles des 2 variables x ety, mais rien n’empechera, quand on le 
voudra, de les identifier : nous designerons par (if) x , (if) y , (if') x , (if') y , 
les espaces (if), (if'), construits respectivement sur les espaces k n 
dimensions X^et Y*. 

Soit u(x) une fonction €(if) x : e'le est sommable, done elle a une 
transform^ de Fourier usue’le, definie par 

(VII, 6 ; 1) v{y) =ff- ■ •/ a(x) exp ( — 2 iitx .y)dx. 


II est facile de voir que t>(y)€(^) r En effet : 

a) La formule (VII, 6 ; 1) peut 6 tre indefiniment d 6 riv£e. Par 
exemple 


(VH, 6 ; 2) ^v(y)=:JJ--fa(x)(~2inx l )exp(— 


niitx .y)dx. 


Vint^grale du 2* membre ayant un sens puisquex^a?) est sommable. 
G’est le fait que u soit a « decroissance rapide » a I’oo, qui entraine 
le fait que v soit indefiniment derivable. 

b) En sens inverse, une integration par parties montre aue 


(VII, 6 ; 3 ) 2hy t v(y) = exp (— 2trra: . y) dx. 

Le deuxi&me membre etant sommable, y,v(y) est bornee ; en conti- 
nuant, on voit que 'e fait que u ait toutes ses derivees successives 
sommables entraine le fait que v soit « & decroissance rapide a 
l’infini ». Il y a done echange des deux proprietes. Si u({if) x , elle 
est a decroissance rapide ainsi que toutes ses derivees, done v a 
toutes ses derivees a decroissance rapide : t>€(tf) y . 

NatureVeraent ici la formule de reciprocite joue 


(VII, 6 ; 4 ) «(«) =ff ••• fv(y) exp(-f- 2inx.y) dy , 


et, pour des fonctions appartenant a (if) x et (£f y ), la formule de Par- 
sevai est valable. Ajoutons que le raisonnement m£me qui nous a 
permis de montrer que u£(if) x entraine v£(if) y montre aussi que, si 
des Uj convergent vers o dans (if) x , leurs transformees de Fourier 
Vj convergent vers o dans ( if) y : 


Th£oreme XII La transformation de Fourier usuelle if 
el sa conjugate if etablissent, enlre les espaces topologiques (if) x et (if),, 
2 isomorpkisrn.es riciproques (et, si Von identifie les variables x et y, 
elles Etablissent sur (if) 2 automorphismes rEciproques). 
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II est maintenant trfcs facile de d£finir la transform^ de Fourier 
d une distribution temper^e quelconque U. Si U est une fonction, 
ayant une transform^ de Fourier usuelle V (parexemple si U est de 

carre sommable), on a, quelles que soient ve(tj) v e t sfori image de 

Fourier u£0) w = $V, u(x) = f v{y) exp (— a ir.x . y) dy la formule : 
x - a- 

(VII 6; 5) V„ . x(y) = f x{y) dy f V{x) exp (— 9-i-r.x.y) dx 

= j V[x) dx f v(y) dy exp (— airor . y) dy = IT X . u[x). 
on 

VII 6; 6) = U . 

Mais si U est une distribution temper6e quelconque €(#%, la for- 
mule ci-dessus definit, (fane manure bien dtterminte et unique, une 

forme lineaire V — J U ,slir (</),. 

Cette forme lineaire definit bien une distribution temper^e • 
car, si v tend vers o dans (i$) y , u tend vers o dans done le 

a" membre de (VII, 6 ; 6) tend vers o, U etant temper^e. et par suite 
aussi le premier : V est une forme lineaire continue sur c. a. f. d. 
Cette definition absolument g^n^rale de la transform^ de Fourier 
redonne, dans les cas classiques, la transformSe de Fourier classique, 
puisque celle-ci v^riiie (V”, 6 ; 6) qui determine V d’une manifcre 
unique. Naturellement V ne peut £tre nulle que si U est nulle; car 
si V = o le i* r membre de (VII, 6; 6) est nul quel que soil v$(if) y , 
done le 2 * quel que soit a€(*f) x , et U est nulle. D’ailleurs la formule 
(VII, 6; 6) est tout aussi vaiable si I on remplace la transformation 
de Fourier if par sa conjuguee if ; on peut Fecrire, respective men t 
dans ces a cas, 

(VII 6* ) * v ~ U * — U x <8> v y . exp ( — aircr.y) 

’ 7 ( . v= U . ifv = U x <g> Vy . exp (-+- ainx . y) ('), 

ce qui exprime que la transformation if de dans (if') y est la 
transpos^e de la transformation if de (i!) y dans ($) x . Alors 

(VII 6 • 8 ) i . v — 311 . ifv — U . ififv — U . v 
( ou &3HJ = U et aussi ififV = V : 

(‘) C’est la llit'orie pr6c4dente qui donne un sent b cette derni^re expression, purement 
formelle 
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7 et 7 so nt reciproques !’un de 1’autre; si V = JTJ, alors U = 7\ 
el reoiproquement. Bicn plus, si des V i s(Cj') x convergent vers 0 
dans {£/'),, lours images de Fourier V s convergent vers 0 dans (tf) r 
F.n effot si v parcourt un ensemble borne dans (6?),, u — 7v parcourt 
un ensemble borne dans {(f) r d’apres le theoreme XII, alors les 
l f.u convergent nniformement vers 0, done aussi les Vy.e. On 
pout done cnonccr : 

Theoreme XIII La transformation de Fourier ifetsa conjugate 
if ttablissent entre les 2 espaces topologiques ($') x et (if) y 2 isomor- 
phismes rtciproqu.es ; si Von identifie les variables x et y, if et if dtji- 
nissent dans I’espace topologique (if) 2 automorphisrnes rtciproques. 

1! en rdsultera en particular qu’on peul efiectuer la transformation 
de Fourier, terme a terme, sur une serie convergent, ce qui est 
impossible habituellement. 

Notre definition de la transformation de Fourier dans ( ’3 ') peul 
encore s 'exprimer comme suit. 

La transformation de Fourier est classiquc dans (if ) ; if est une 
application lineaire continue de (lf) x dans (if ) y ; mais elle est encore 
continue quand on munit (if) x et des topologies induites par ('J') x 
et .S') v ; e’est la formule (VII, 6; G) qui le montre (si I’on y suppose 
u, v, Uy, V y , e($), etles Uy eonvergeant vers o dans (S')*). Alors 7 est 
prolongeable d’une maniere unique en une application lineaire 
continue de (S')* dans (S')„; et e’est preciscment la rneme formule 
qui donnera ce prolongement, cette fois pour u, v, dans (S) et U, V, 
dans (S'). 

II est souvent commode d’utiliser les transformations ’ (symdtrie : 
voirebapitre vi, p. 9.3), “(passage dune quantile complexe & sa com- 
plete conjuguee), et '( composee, dans %in ordre quelconque, de ' 
et "). On a alors les formules suivantes, classiques dans (if) done 
vrates dans (if) : / (£(jy — if(j — if U 

taur=3U=$U 

(VH. 6; 9 ) ((£U)~ = 0 U = 3 U. 

On appelle spectre d'une distribution t(if) x le support de sa trans- 
form te de Fourier; e'est done un ensemble fermi d'ailleurs arbitraire 
de Y". Une distribution =£ o a un spectre non vide. 

Transformation de Fourier et automorphisrnes de X" el Y* 

Terminons ce paragraphs par line formule, qui est susceptible 
d’une grande generalisation ('). 


I 1 ) Vuif S« ahi iKi.1.0 f 1 J et chapitre IX, § 6, formule (IX, 6; 12 ) 
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Soit x -■+■ H(x) un isomorphisms de X n sur lui-meme, 
son transpose, isomorphisme de Y n sur lui-meme. Soit U^if), une 
distribution dont Vintage de Fourier soit une fonction V(y) = .9U,. 
La distribution U possedc par II une image directe HU, definie 
par HU.b(*) = U.b(H(*)) (ici u(H(x))€(tf), parce quell est un 
isomorphisme). Son image de Fourier est une fonction, qui verifie la 
for mule 


(VII, 6; 10 ) *(HU)==VCH(y». 

En effet, d’apr&s la definition, 

(VII, 6; u) 

! #(HU) . t>= HU . 3» = HU, .ff. . ./exp (— 2 inx -y)v(y)dy 
\ = .ff. ■ -/ exp [— 2 wrH(a?) . y]v(y)dy 

) =U,.j/.../ exp[— 2 kx . f U{y)}v(j)dy 

^ =U, ./'.../ exp( — 2 i"rrx . z)t>('II -, ( 2 )) I del. HI ~ x \dz. 


L’int^grale multiple est une transformee de Fourier, done, d’apr&s 
l’egalite de Parseval, cette expression vaut, V, etanl une fonction V(^) 


(VII. 6; ,*) 


\=ff- ■ ./V('H(0)»(0*. 


ce qui d^montre bien (VII, 6; io). 


Remarque Si H dtait d^gener^e, HU n’aurait pas de sens en 
general, H n'etant oas « reguliere k 1’infini ». Si V n est pas une 
fonction, (VII, 6; io) est d^nuee de sens. Si U x est une fonction 
U(a?), remarquons que l’on a imm^diatement 

(VII, 6; i3) HU(a ? ) = U(H- , (®))!det.H-!. 


En particular, si H est l’homoth6tie de rapport X, on aura 

(VH, 6; i4) 3?(HU) = V(Xy), 

et, si en outre U est une fonction U(x) : 


(VII, 6; 1 5) 



formule bien connue. 
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§ 7 Exemples (*) 

Exbmple i On a les formulas suivantes : 


2i=& 

, V ir n • * \ )%>=exp(— aiVA.y); 

( ’ 7 } • cl( ■ \ 

f^jr) = *• *( awa? *) =— rr* 

t V 5 **/ ty* 


Ces formules sont imm&Hates. Verifions oar exemple la 3 *. 

(VII, 7 ; a) 

ff ” f exp(— 2 hx.y)v(y)dy 
\ox k / ox k J J J 

= //••■/ (ainjiMyXr = 2i*:r* • u(r)- 


La Propri6t6 d’^change entre produit de multiplication et produit 
de convolution qui sera demontree au paragraphe suivant (theo- 
rfeme XV) montre alors que Ton peut 6crire, si U^')*, V = £FU : 


( %/J) = 3 (\ k) * U) = exp( — 2 ink .y)\ 

(V "'’ , 5 ) KS=<S-")=-^ ' 

Mais de toute fagon ces formules se montrent directement. D’ail- 
leurs, classiques si elles sont vraies par passage k la limite 

pour Ellcs prouvent, comme nous l’avons d6ja vu pour des 

fonctions de (if), que la transformation de Fourier echange les pro- 
prieties locales de diffl£rentiabilite et les propriety de d^croissance a 
l’infini. 

Exemplb 2 Sirie et integrate de Fourier 

Soit T une distribution sur le tore T n , associee a une distribution 
T periodique sur R n (§ i). Elle possfcde alors des coefficients de 
Fourier aft), donnes par la formule (VII, i ; i). T est done 
repr6sent6e par la serie, convergente dans ($') x done dans 
Qf') x , £a, exp (at*/.*); une transformation de Fourier terme h 

terme montre alors que, sur R\ sa transform^ de Fourier &T, 
compte-tenu de la 2* formule (VII, 7 ; 1), est J a^ (/) ; est form^e 


( l ) Lavoine [i] contient 73 pages d’exemples d’images de Fourier de distribu- 
tions; e’est & dire l’utilite que ce livre peut avoir pour les mathcmaticiens appliques 
et les ingenieurs 
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de masses discretes, '.a masse a, au point l=\l t , l t /„ j . La pro- 

priety s’ 6 tend aux distributions presque pyriodiques si-leur syrie de 
Fourier converge dans Reciproquement, une distribution T 

sur R\ dont la transformee 3T est form^e des masses 6 , aux points l 
de coordonnyes entires, est pyriodique, car 

£(r,T — T) = | exp ( — li-nl . x) — i ]#T = o ; 

elle admet alors les b t comme coefficients de Fourier. 

Soit, en particular, $ la mesure de Dirac sur le tore, identifiee a 
la distribution pyriodique ]£& (/) sur R n ; ses coefficients de Fourier, 

calcuiys surle tore, son t tous ygaux k i Tommies (VII, i ; 5)1, de 
sorte que 

(VII. T, i) »($»<*)=$»«• 

La formule de Parseval, appliquye a (VII, 7 ; 4), est la formule som- 
matoire classiaue de Poisson : si u(x ) et v(y) sont dans (S’), v=&u, 

(VII. 7 ; 5) S«(0 = S«(0- 

l 1 

On peut naturellement ytendre cette formule a des cas plus gyny~ 
raux(’); il est intyressant de l’interpryter comme une formule de 
Parseval. On sait qu’appliquye, pour n = 1 , k u(a?) = exp ( — ntx*), 

v(y) = — exp ( — 7 r y'/t), elle donne la formule de transformation des 

V< 

fonctions 9 : 

(VII, 7 ; 6 ) £ exp(— 7 iPt)= £ ~ 7 =exp f — 

Exemfle 3 Transform ie de Fourier d’une mesure ( 2 ) 

Soit U = [x une mesure a croissance lente [formule (VII, 4 ; 7 )]. 
Si A est un ensemble mesurable born4 de R\ la partie ;/. A de la 
mesure <j. portee par A est sommable, et sa transformye de Fourier 
est une fonct^on continue bornye $ A (y). qui s ’exprime par une 
integrate de Fourier usuel'.e. Mais, lorsaue A s’ytend a l’infini dans 

(*) Voir par exeraple Bochner fi] p. 33-38. On ne connalt pas de conditions necessaires 
et suffisantes generates pour la validity de la formule de Poisson. Voir Boas [i], et 
Borckn [iJ 

(*) C’est dans ce cas que pour n = i s’appliquent le§ mdthodes de Bochner et Carleman 
( note i, page 23*) 
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toules les directions, de fa$on k finir par con ten ir tout ensemble 
born 6, ll a converge vers y dans (if') x (convergence <c suivant ’’en- 
semble ordonne filtrant dee parties mesurables born^es de R" »), a 
cause de I’hypothese de la croissance lente. 

Alors 3y. K converge vers 3 y dans ( 9 ,/ ) J> , de sorte qu'on peut 6crire : 


(VK.-7.-7) 

=//■ • -f Rn ex P (— aiTrr .y)rfa(ar) = Xmjf - • • */ A . 


Contrairement a la conception classique des inl6grales multiples, 
qui ne peuvent converger indypendamrnent de la forme des volumes 
A s’accroissant indefiniment, que si elles convergent absolument, 
l’integrale ci-dessus converge alors que jj • • • j'\du.(x)\=z-+- oo ; 

mais elle ne converge pas numeriquement pour les diverses valeurs 
de y, eVe converge, en lant que distribution temp^ree en y, dans 
(#')/• Remarquons que y. est le produit (i -+-r*)*v dune puissance de 


(> -+-r*) oar une mesure v sommable, done 3y.~ 



de sorte que l’intlgrale qui figure dans (VII, 7 ; 7)apoaralt comme 

( A \ * 

* — 1 \K/ ^ une > nt ^grale abso'ument convergente. 


donnanl 3v ; 3v est une fonction born^e. done 3 y. est une distribution 
bornie sur R n ^y.f(£B / ) r ], el elle converge vers oaf infini'i 3y.i(&') , voir 
chapitre vi, § 8J si y. est une fonction f (d’apres le thyoreme de 
Lebesgue, rappele au § 2). Si y est le produit d’un po!yn6me par 
une fonction €l/(i^p^2), 3 y. est une somme de derives de 
fonetjons $ 1 / r p' ~pj{p — 1)], done Nous voyons bien que 

des propriytes de regularity locale de U(U = u, U ~f) enlratnent 
des propriytes de d^croissance a 1’inSni de VIVAS'), Lafor- 

mule (VII, 7; 7) est utilis^e classiquement en electricile, calcul 
symbolique, mecaniaue ondulatoire, etc... ; elle aooarait mainte- 
nant comme entierement justifiye. Par exemole, si n— 1, 


(VII. 7-, 8) 

Sj, = 3 \{ 1 )j.] —f ex P ( — zirxyjdx =2^ cos 2ir xydx 

-- = &(■ — 2 i-nx) = f ( — 2 ir.x) l^exp ( — iir.xy)]dx 

1/ 

= — 2^ 2itx sin 2 zxydx. 
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Lea integrates sont limites [dans (0") r ] ^’integrates etendues k des 
intervalles finis, la a* peut s’obtenir directement k partir de ta i" par 
derivation en y sous le signe J'. 

Exemplb 4 Transformation de Fourier sar les ( 2)' LP ),(cha - 
pitre vi, § 8 ) 

Cette fois ce sont des proprietes de decroissance a l’infini de U, 
I’appartenance k ( 2 )^), qui entratnent des proprietes de regularite 
locale de V. 

Si U€(3) l ,), = V est continue et bornee ainsi que son produit 

oar tout polyndme : c'est une fonction continue a decroissance 
rapide. Si U€(3 >i/)» i </)<a, V est dans I/'f// =p/(p — i)], ainsi 
que son produit par tout polynbme. 

Si U€(3)L«)» e lle est somme finie de derivees de fonctions 
sommables (theorkmc XXV du chapitre vi), V est le produit d un 
polynome par une fonction continue bornee: c'est une fonction 
continue a croissance lente. Extension immediate a an ensemble borni 
ou une suite convergente dans ($!_.)• Si U^S)^), i ^/) a, V est le 
produit d'un polyn 6 me par une fonction C’est seulement pour 
p = 2 que les proprietes precedentes aboutissent a des caracteri- 
sations : « U€(2) , L ,) » est equivalent k : « V est .le produit d’un 
polyn 6 me par une fonction eL* ». Si U€(2)' Lt ), on a la formule 
suivante (voir chapitre vi, § 8 , dualite entre (&) et( 2 ) / L ,)) : 

(VII, 7 ; q) V(y) = U x . exp( — 2 inx . y), 

le second membre ayant un sens pour toute valeur individueile 
dey. 

La formule est en effet vraie, si U€(if) x ; d’aprks ce qui a ete dit 
ci-dessus pour les suites convergentes dans ( 2 ) ' L ,), elle est vraie par 
passage k la limite pour Uc( 2 )l,). 

En particular, poury — o, elle donne 

(VII. 7 ;.o) Tr. \=ff-fv, U€(®',). 

formule liant I’integrale et la trace, classique dans le cas ou U est 
une mesure sommable sur R\ Remarquons alors que si Ut(tf'), 

v — 3u, V = 3U, la formule de Parseval U.u=: V.i> peut s’ecrire 
jj ■■■ f Vu = Tr. (V.5), et qu’elle est alors consequence de 
(VII, 7 ; 10 ), (VII, 6 ; io), et de (VII, 8 ; 4) qui sera demontree plus 
loin. 
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, 0 a peat symboliquement genera liser les formules (VII, 7 ; 7) et 
(VII> 7 ; 9) en 6crivant toujours, pour U et Vc(#'), V = 3 U , 

(VII, 7:11) V r = U x . exp ( — *ii:x .y), 

etant entendu que le produit scalaire du 2' membre n’a pas de sens 
comme valeur numerique pour les di verses valeurs de y. mais comme 
distribution cn y. Si I’on approchc U par des produits xU a supports 
compacts ou €(^L.)» on e8t ramen6 a (VII, 7 ; 9) ; si on Papproche 
par des regularises U*j 2 €( 0 M ), on est ramend (VII, 7 ; 7). On obtient 
ainsi les divers « proc^des de sommation » de l'int£grale de Fourier. 
Par exemple, on peut prendre 

v e 


7. ~ exp ( — enr*) , (4 


1 


exp 


Exbmple 5 Fonctions de la distance 
Soit U = 1 jr k , o < h < n. Pour k > n/2, U appartienl a 
done 5 U “ V est une fonction. Cette fonction bien ^videmment ne 
depend que de la distance r. D autre part, i/r k 6tant bomog&ne et de 
degr£ — k, V est homog&ne de degre k — n (d’apres (VII, 6 ; 16)).- 
c'esl-k-dire de la forme C_ fc /r'‘ _fc . On calculera la constante C_ fc (') 
en appliquant !a formule de Parseval avee a — v = exp( — 7rr s ) : 

(VII. 7; .2) 

ff ••• f exp(— *r i )r- k dx—C _ k ff--- /'exp(— nr*)r k ~ % dy y 


d’oii, pour m r£el, — — > m > — n. 


(VII, 7; 1 3 ) 



Cette formule reste evidemment vraie pour m = 


par 


passage a la 'imite, et pour o > m > — — par echange entre m et 


— (m-f-n). Mais les 2 membres sont des fonctions m^romorphes de 
la variable complexe m, si, pour :Rm >oou < — n, on met devant 
la ouissance de r le symbolc Pf (partie finie): la formule (VII, 7; i 3 ) 


(*) Cette methode tres simple- de c-dcil dt* C — * m’.i £te suggerce par M- Deny. Ellc 
est utilis6e d:<ns sa these. De.vt [iJ. p- i5i 
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reste done exact© pour toutes les valeurs complexes de m, qui ne sont 
pas des valeurs singuli&res pour les fonctions m^romorphes pr6c6- 
dentes ; pour ces valeurs exception nelles (m= — n — ih,h enlier ^o, 
pour le 1" membre; m — aA pour le 2* membre), la formule doit 
fttre modifi^e comme suit (le calcul se fait par passage h la limite h 
partirde valeurs non singuli&res dem; voir formules(II, 3 ; 5 et 9)) : 



ou C est la constante d’Euler ; la somme 1 - 
6tre remplac^e par o pour k = o. 

En particulier, pour ni — — n, on obtient : 


r 

r\n\ 


— doit 
h 


r'^Vl 


(VII, 7 ; , 5 ) 9 (Pt 1 ')=&*)' All 

r V 1 4± 


(VII, 7; ,6) 

sflog-L-'W-W/W-l 

^ r / .(>/« )■ 


V 


7 tr 


L 

t 

e_ 

2 


2 r(— 


H 


w 


log TT U. 


Ces formules donnent immediatement, pour n=f=. a, 

(V " T. ' 7 ) J= ~ 4 * W -^~)= — (n — 2) 


V r " 


ce qui redonne la formule (II, 3 ; 10). Pour n— a , on aura 

9 \ A [ { °S W r )] } = - 4 ic V* [log ( i/r)] = - aic . 
Pour n = i, (Y.n. 7 ; 16) devient 


1/ 

V a/ 


(VII, 7; 18) 2 (logb|) = _-I Pf^_ (c-f-ioga^; 
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par derivation en x, on obtient 
(VII, 7; 19) tf/v. p.-M — 


- 4 - w pour y < o 
— iir pour y > o. 


ce que I on aurait pu obtenir directement. en remarquant que 
v. p. 1 jx est la seule distribution impaire (0 = — U) dont !e pro- 
duit par x soil la constante 1 (voir chapitre v, th&jrfcme VII), de 
sorte que son image de Fourier est la seule distribution impaire V 
1 d\ x 

telle que — -- — S. Les derivations suivantesdonneront(formules 

n „ o\ 2t?r dy v 

II, a , 20) J 


(VII, 7 ; 20) 


/(— 1)'/! Pf 


x 1 ' 


1 V-H««(aiffyy 

j ( — tir(aiffy)' 


pour y < o 
pour y>o. 


La formule (VII, 7 ; 19) est bienconnue sous une forme indirecte. 
Soit V = fFU, la propriety d’^change de la multiplication et de la 
convolution donnera 

(VII. 7; ai) /v. p. l - * ul = dz V 

L X J 

(_4_ pour y <C. o, — pour j > o). Cette formule a un sens pour 
d’oii, par passage a la limite, dans des cas p*us g£n£raux : 
par exemple pour U€(M\.), cas oil V est une fonction (qui apparlient 
a L 2 sur tout compact). Pour Uel/(i < p < -+- 00), on d£montre(‘) 

que v. o. — *U s’ecrit v. p. f di, cette integrale etant 

^ x r J_ x x — t 

convergente pour presque toutes les valeurs de x. On peut g6ne- 
raliser imm^diatement les propri^tes classiques de cette integrale, 
en montrant que la convolution avec v. p. 1 (x est une operation 
lineaire continue de ('l'(p) dans (:i v L? ) (1 < /> <C -+~ 00 » P ou 
«—/><?)• 

D une fa?on g£nerale, pour calculer la transformee de Fourier V 
d’une fonction U(r), on utilisera la formule classique suivante, ou J 
est une fonction de Bessel (*) : 


(VII, 7 ; 22) 


V(r) = 


% f U(f)t" Jj_,( 2 *rf)rft. 
r 1 J> 5 


(*) Marcel Riesz [3J. C’est la transformation dc Hilbert 
(*) Bochner [i], p. 187, formule i 5 
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Cette formule, applicable lorsque U et V sont des fo notions, 
admet une generalisation sur laquelle nous n’insisterons pas, et qui 
definirail la transformation de Hankel pour des distributions tem- 
p6r£es sur la demi-droite (o, -h ao). 

Pour U(r) = 1 /(i -Hr*) 5 , & m > n/ □ , on obtient ainsi 


(VII, v >3) 





(27rr) = L m 


sui v-ant la notation de la formule (II, 3; 20). Mais 1/(1 +r 2 )? est 
dans (if') pour tout m; et c’est une fonction bolomorphe entire de 
la variable complexe m. Done 3a transformec de Fourier V est dans 
(if') y r elie decroit m^me exponentiellement u I’infini, a cause de 
l’analyticite de (1 -hr*) - - 51 et s’obtient par prolongement analy- 
tique en m pour (Km n . Ce prolongement coincide done toujours 
avec L m , et s’4crit en ajouiant le symbole Pf (partie finie), sauf pour 
m = o, — 2, — 4 ; bien dvidemment 



Dans beaucoup de questions, 1/(1 -hr m ) et 

' AX" 

oeuvent rempiacer 1 /( 1 -h r*) m et / 1 — j 



Exbmple 6 Fonctions rn4romorph.es 

Soit, dans le plan R 2 , f(z) une fonction meromorphe de la variable 
complexe z. Nous avons vu (chapitre 11, £ 3, exemple 3) qu’on 
peut d^finir une distribution v. p./(z). 

On verifiers les formules suivanles, oil Ton identifie R* avec son 
dual : 


(VII, 7 ; 24 ) 



•**■>= (-is) 


8 ; 


$(v. p- 

V *"7 


L & 

in bz 
j ( — inz ) m ~~ 1 
z (m— 1 )! ’ 


formules qui sont ^quivalentes a (II, 3; 27). 


Exemple 7 Transformation de Fourier et polynomes d’Her- 
mite 
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Considerons d’abord le cas d’une variable ,( / * = >)• ^ ous d 4 fini- 
rons les polynomes d’Hermile H m (ar) (*) par Lea formules : 

(VII, 7; 25) 

[exp ( — aTrx*)] — ( — 1 y" \/m ! 2" * n * H„(®)exp( — aitx*). 

QX 

Ces polynomes d^finissent un syst^me orthonorm^ dans L*, celni 
des fonctions d'Hermite 3 & m (x) = H w (x) exp ( — n a?*) : 

(VII, 7; *6) f*" X p (x)M,(z)dx =:\ 0 " 

D’autre part, la transformation de Fourier donne 

(VII, r-*l) 3 [%, m (x)}=(-cr 36 .(y). 

Soit alors cp(a:)€L 2 . Cette fonction possfede un d^veloopement aui- 
vant les fonctions d’Hermite, convergent dans L* : 

(VII, 7 ; 28) 

( ?(x) = | a m ( 9 )M> m (x ) ; a m (<?) = q{x)WJp)dx ; 

sw=r; i?wpdx. 

Considerons les transformations et C_, transposes l’une de 
l’autre, dlfinies par 

(VII, 7 ; 29) 


tcLo = it ^ -+- 27TXO. 

ax 


En vertu des relations de recurrence entre polynomes d’Hermite, 
on a 

(VII -7 • 3 o> = 2 

II en r&ulte que, si 9, 9', X9 sont dans L* : 

(VII, 7; 3i) u w (^9) = ^9.^*, = ?-^_^« 


(VII. 7 ; 32) 


a*($^) = 1 )«*.,(?) 

a ro (^_?) = W r.m a m _ ,(9) \m > 1 ; a 0 (^_ 9 ) = °] * 


(’) Les polynomes d’Hermite usuelt P»(*) soot Ii6s iux n&tres par les iormules 

(-?)=<- (-t) ; Mx)= ^ p ^^ x) ' 
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d’ou on deduit la convergence de la somme X m ! a m^- REciproque- 

oo n 

ment, si q€L\ la sErie %a m ( 9 W’m( x ) converge dans L s , done dans (ft v ) ; 

u 

I’apolication des operations et terme u terme montre que 
K^oet sont, dans (fi^), sommes de series de fonctions d’Her- 
mite; si 2 m ! a m!* < ■+■ 00 • ces series convergent dans L\ alors 9' 
et *9 sont dans L*. II y a ainsi Equivalence entre les deux proprietEs : 

a) 9, 9', X9 sont dans L* ; 

b) 2 "»j «-.(?)!* <-^ 00 • 

11 

On en tire, par itEration des opErations et t>_, les consE- 
quences suivantes : 

1" Pour que 9€(tf), ii faut et il sutfit que la suite a m (o) soit a 
dEcroissance rapide pour m-*- 00 . L’application qui 5 ot(. f f) fait 
corresponds la suite j ( est un isomorphisme (d’espaces 
vectoriels topologioues) entre (if) et l’espace des suites & dEcroissance 
rapide. 

2 n Si T cst une distribution temperee, on peut calculer les 
a m (T)=T . Gomme, d’apres le thEorEme VI (r), T est somme 
finie de distributions qui s’obtiennent chacune par application 
rEpEtEe des opErations et sur des fonctions de L 2 , les a m (T) 
forment, d'aprEs (VII, 7 ; 3 a), une suite a croissance lente pour 
m-*- 00. REciproquement, si la suite 6 W est a croissance lente pour 
m-*- 00, elle est le produit de \/(m +i)(m+a)...(m + t) par 
une suite* c m telle que £jc m |* < cc , ce qui prouve que la sErie 
S b m 3 & m (x) converge dans (if 1 ) vers une limite T, qui admet alors 

m 


les b m comtne coefficients d’Hermite (voir § 1, thEorEme 1). On 
voit en m&me temps que toute distribution Te(^') est, pour k assez 
id \ k 

grand, le / ara:) d une fonction feU (f n’est pas unique, 

\dx f k _ 1 \ 

on peut lui ajouter une combinaison £ a m W> m (x) \ , ou encore d’une 
fonction f continue bornEe. 0 ■ 


L’application, qui a T^f') fait correspondre la suite |a m (T)| , est 
un isomorphisme (d’espaces vectoriels topologiques) entre (if') et 
I’espace des suites a croissance lente. 

Ainsi (tf) et (if) sont, comme (SJ))-^ et (SD')^ (§ 1), isomorphes a 
des espaecs de suites (') ; (if) et (£?) T » sont isomorphes, ainsi aue (if') 


(’) Ces espace* de suites ont 6l6 ctudi£s par M. KOthe [i] 
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et Q&Jr*. A l’aide de *a representation de <p€(^) ou T6(3") par ieurs 
d^veloppements d’Hermite, le produit scalaire T . <? prend one 
expression tres simple, ainsi que la transformation de Fourier, 
d’aor&s (VII, 7 ; 27 ) : 

t. ? =So.(tk(?) 

0 

*{2 «»*;.(*)] =E(— 

« j 0 

Geci permet d’ 6 tendre a (if) et (if') la transformation de Fourier- 
Mehler, d&inie par(’) 

(VII, 7 ; 34) = l^a m K m (y), 

ou (■> est un nombre complexe de module 1 . et = sont 
a isotnorphises r&nproques entre (£f) x et ( if) y , ou (Sf') x et (if') y . 

Pour plusieurs dimensions, on remplacera ?,es par les fonc- 
tions : 

( Xfr) = 

7 ’ ' f J , / a /„), / v = entiers>o. 



(VII, 7 ; 33) 


Exbmple 8 Distances hyperboliques 
Heprenons les distributions de M. Riesz : 
(VII, 7 ; 36) Z,= — 


i'( - )r 


/H- 2 — n 


Pf(r'-*). 


Rappelons (chapitre 11 , § 3, exemple /») que la definition ci-dessus 
n’est valable que pour les valeurs non singuliferes de / — n, pour 
lesqueMes la partie finie est connue sans ambiguite. Pour les valeurs 
singulieres de / — n, Z ; est definiepar un passage a la li mite ; e’est une 
fonction holomorphe entiere de la variable complexe l, a valeurs 
dans ('iP). Rappelons d’autre part que le support de Z, est dans le 
volume du cone d’ondes x„ ^ o, x* — x\ — x* • • • — x*_, ^o. Pour 
&(/) — n > 0 , Z, est une fonction continue a croissance lente; en 
vertu des formules de derivation (II, 3 ; 33), Zfc(if') pour toutes 
les valeurs de l. On pourrait d’ailleurs montrei que Z, est dans ($') 
pour $(/) — n ^ o, et qu elle decroit d’autant plus vite a linfini que 
&(l) <C o est plus grand, en valeur absolue. 


0) Cette extension m’a <He signalee verbalement par M. Wikrek 
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Nous allons obtenir J(Z,) en passant par la transform ati an de 
Laplace. En eflet, si e > o, Z,exp ( — sirex,,)^'*'.), et on a la formule 
suivante pour l M(f) ^ h : 

(VII. 7: * 7 > 

| ;*!Z,exo( — 2 mx n )\ = //*•• / Z,(a:)exp( — 2 ir.x. y — nttx n )dx 

/ = ( ^ Y [(‘-f-vJ-'-rt -t-y’ -+ i-yL,r" s . 

Comnie Z,exp( — 2:rex n ) est une fonction holomorphe fa valeurs 
dans (c^)l de la variable complexe /, il en est de meme de son image 
de Fourier, de sorte que la formule ci-dessus est valable pour toute 
valcur de /, le 2* membre £tant une Ibnction e( 0 M ) (car le crochet ne 
s’annule jamais). 

Si maintenant e— *-o, Z,exp( — 2<:ex n ) converge vers Z, dans (if'), 
de sorte que ; 7 Z, est defmie par limite [dans (if')] du dernier membre 
de (VII, 7 ; 37). Appelons c l la fonction y\ — y\ — y \ . . . — y*_ t ; 

> o u l’interieur du edne d’ondes (dans les 9 branches y„ >0 et 
y n <o), 7 : <o a I’exterieur. La fonction coincide avec s l dans 
I’interieur du cone d’ondes pour y n ^ o, mais «t 2 a pour support tout 
I’espace tandis que s ' 1 est nulle en dehors de la branche directe du 
edne d’ondes. 

Soit alors ifl(f) < o. On v^rifie que le 2 e membre de (VII, 7 ; 37) 
converge [uniform^ment sur tout compact et aussi dans (if')! vers la 
fonction g(y) £gale a 


(VII, 7; 38 ) 



a 1’extcrieur du edne d’ondes 


(- * ! >o) 



a 1’interieur du c6ne d’ondes 

(rr > o) pour y„ > o 
a linterieur du cones d’ondes 

(** > o) pour y n < o. 


Pour . ( «(/)>o. ;"FZ, s’obtiendra par prolongement analytique par 
ra PP or * a / de la fonction ainsi definie ; ce prolongement s’obtient 
pour les valeurs non exceptionnelles de l en mettant le symbole Pf 
devant la definition de la fonction g. Pour les valeurs exceptionnelles. 
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ii y .anrait lieu de pr£ciser explicite ment la signification attache au 
symbole Pf g. La definition a prendre tiendra compte de ce que 
c’est une fonction holomorphe entikre de la variable complexe /, ce 
qui determine complktement la distribution cherch^e. L’ absence de 
singular's ne tient pas, comme oour le cas de Z„ a la presence 
d’un coefficient devant Pf, mais au fait que la pseudo-fonction Pf g 
a des valeurs comp'exes d’arguments diffe rents, de part et d’ autre 
de la surface du c6ne d’ondes, ce qui provoque des compensations et 
la suppression des singularity en l que possfederait isoiement cha- 
cune des 3 pseudo-fonctions Pf g r Pf g t , Pf g % . 

Pour l=.ik entier pair ^o, on obtient l’image de Fourier de 
la solution el^mentaire de l iquation des ondes it£r£e 

(vii. 7 :3 9 ) 

etant entendu (comme nous tombons justement sur une valeur sin- 
gulikre) que cctte expression n’a de sens qu’apr&s definition explicite 
de Pf. Nous ne donnerons pas ici cette definition explicite. ,Quoi 
qu'il en soit, 

(VII . 7 ; 4o) (- 4 *V)‘ Pt(=~f = > . 

ce qui correspond bien a la formule (II, 3 ; 34) : V*Z*. = &. , 

Une remarque montrera bien I’ imprecision qui s’attache au sym- 
bole Pf en I’absence de definition explicite. Pour l r6cl, Z, = Z, 
a pour image de Fourier Pf</ = Pf<7, qui s’oblient soit en rem- 
pla^ant g t et g t par g % et g t , soit en echangeant g t et g , dans la 
formule (VII, 7 ; 38). Mais, pour /= 26, on obtient la m&me expres- 
sion Pf^ — ^ pour £Z, k et ifZ ik , alors que t u et Z, k sont 

di(Terentes (leurs supoorts sont symetriques par rapport a 1’origine). 
Cela tient k ce que le symbole Pf n’a pas la meme definition dans 
les deux cas. Dans les deux cas, la partie infinie 1(e) analogue a celle 
de la formule (II, 2; i3) est un po!yn6me en e ayant un terme 
constant , qui est dissymetrique par rapport k l’origine et imaginaire; 

il en resulte que — \ ainsi definie est une distribution 

V 4* a / 

dissymetrioue par rapport a l’origine ct imaginaire (d’ailleurs Z Ik 
est dissymetrique par rapport a l’origine et n’a pas la symetne 
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hermitienne, Z ik = Z tk =/=Z ik ), alors que ia fonction usuelie 

f — est symetrique par rapport a I’origine et r^elle. La solu- 

V a ! . I / ; \ 

tion ^Umentaire symetrique et hermitienne — \Z lfc -(-Z ik ) a one 


image de Fourieir qu’on peut encore appeler Pf( — 

nition de la partie finie etant cette fois symetrique et reelle ( 1 ). 

Exemple 9 Un calcul par integrations saccessives. 

II arrive fr&juemment qu’on puisse calculer I'image de Fourier 
par des methodes trks classiquc9, en rempla^ant une integration 
multiple par des integrations simples 9uccessives. 

Par exemple, soil k calculer i*U, on U est la pseudo-fonction 
definie, pour l \k > o, par 

(Vli, 7 ; 4.) .V x =pc(. ,'r, ■ 


II sera coumiode de considCrer i’espace X" de la variable 
x=\x it x t , ... ®„j comme produit de I’espace an — 1 dimensions 
de la variable E — jar,, ® 2 , ... x„_ t j par lespacek 1 dimension de la 
variable x„. 

La definition exolicite du symbole Pf est ici la suivante. La seule 
singularite est x — o ; pour hk < (n-j- i)/a, U est une fonction, car 
I’expression du a* membre est sommable au voisinage de 1'originc, 
et le symbole Pf est inutile. Mais pour R/r (n -+- i)/a c’est bien une 
pseudo-fonction. Si pour ^(a?)^)*, nous considerons I’integrale 
simple 

(VII. 7 : 4s) 1(1, 9 )= f " —SS&b—, 

(2i7r® n H-4^jcrr 

elle est definie et continue pour ; o ; mais on peut montrer (en 
utihsant un developpement de Taylor de o au voisinage de o) que, 
lorsque cette quantite tend vers une limite finie, et nous 

pouvons poser - r r 

I j ... I I(E, o)d; 

(VII, 7: 43) J J J 


= f... /v r . 

J J V— (aira.H-WW 


l J J 4**151*)* 

La partie finie est ici une integrale semi-convergente. 

(*1 Le syniliiiir Pf, pour les di 9 tril*i*tit»ns *nvar*anles par le jrroupe tie Lorentz, 
a el * 1 expliciteoient defiii* dans Methf.e jl): avec cede dof**i*t*o, le ay »n little Pi 
*pie nous ecrivnns *0 est incorrect. Le calcul de I'nttage tie 1-ourier ties Zj a cle fait 
par Muhkk tlaiis (11), et par Cariden-Lys Braga [ 1 ] 
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Soit alors a calculer V 7 = ^U. iVous sommes naturellement arae- 
nes k poser 

( I f C. exp(— ziirx.y)] 

(VII. T. 44) 

( J— (21*3?.-!- A**^!*)* 

puis 

(VII, 7 ; 45 ) 

^ w (r)= cx p(— a « RC -7)]^ 

= f- f ex r 

a condition nalurellement de verifier que ces formules ont un sens. 
L’integrale simple est semi-convergente (absolument convergente 
pour k ]> 2) pour y n =/= 0, £ =7*= o, et vaut 

f 0 pour y n > o 

. (vn, 7,45) j ^^ cx p(— MjJIS 1 *) p° ur < 0 . 

La fonction oblenue, pour y*^/= o, a une limite finie lorsaue 
£-^o. et 1 ’integrate multiple vaut alors 

(V3H. 7 ; 4 7 ) 


o pour y„ > o 

|/r-t 


l 7 n 


■J* ••• exp( — 2 iff; .r.) exp ( — 4 **W$i , )fl£ 

pour y* < o. 


m 

— u=\ 

1 ( 4 ) ^ 2 \ArivJ / 


exp 


4 


X*) \ a VnyJ ' 

La quantity VV(y) ainsi calcul^e est alors d£finie poury„ =/= o(donc 
presque partout) ; elle est localemenl sommable au voisinage de 
lhyperplan y n = o, et represente ainsi une distribution qui est une 
fonction. 

11 reste a montrer aue cette fonction W (y) est bien la transform.ee 
de Fourier V. 

La demonstration est purement alg^brique, nous laissons au 
lecteur le soin de la faire. On definira V par l’^galit^ de Parseval 
(VII, 6 ; 6), qu on oourra se contcnter d’appliqner lorsque a et v 
sont de la forme u(x ) = u x (£)u t (x n ). v(y) = v l (r)v i (y H ) (theoreme III 
du cha pitre iv) : 

(VII. 7 ; 48 ) V 7 . y.fn)^,) — U x . u,( 0 «»W- 
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Le second membre se calcuiera en utilisant (VII,. 7; 43) qui 
donne la definition de U*. et on appliquera successivementla formule 
de Parseval pour les variables x n , y n , puis pour les variables £, r„ avec 
une interversion convenable de l’ordre des integrations. 

A l’aide de parties finies, on peut etendre au cas ou R/c ^ o. 


§ 8 Proprieties de la transformation de Fourier 


Produits tensoriels Theoreme XIV La transform re de hour ier 
d'un produit tensoriel est le produit tensoriel des transformers de 
Fourier: si V w = 3 r V x , = .FU*/, 

(VII, 8; 1 ) 3(U x <S>U;.)==V,<g> V;. 

(voir chapitre iv). 

La formule est en effet £vidente pour U. U', dans (if), elle est 
done vraie par prolongement de (if) u ((/') (voir § 6). 

Exemple Dans la transformation de Fourier sur les 2 espaces 
h n dimensions X" et Y n , prenons 


(VII, 8; a) U Xl „ ,.=(i).,., * 4 ®S X . 

On aura alors 


(VII, 8; 3) y yu y„...y H fiy,,y t , ... y H 0 (&S)y k ~, 

La transformee de Fourier d une distribution ind^pendante de 
X x * • • x k (chapitre iv, § 5, exemple i) est l’extension a l’espace 
Y R dune distribution d£finie sur le sous-espace des y* . ..y,, 
(chapitre iv, § 5, exemple a), et r&nproquement. 

Multiplication et convolution Th^orIme XV Les trans- 
formations ft et $ dtablissent 2 isomorphismes rtciproques entre 
(0 m) e l (^c) e l tchangent le produit de multiplication et le produit de 
convolution ■: 

(VII 8- k) W 0 «)’ U€(r)-^S€(0;), 3dJ€0f). 

v ’ ' v 1*1 £(SU) = 3?S*3U. 

(VII 8- 5) S T€ (°c). U€(r>^-FT € (e) M ), Wt(n 

V ’ ’ ' /et ?T(T.U) = (»TX9U). 

Nous voyons ainsi que (0 M ) et (O c ) sont isomorphes l’un a 

1’ autre. 
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La propriety d’^change entre le produit de multiplication et le 
produit de convolution eat classique dans le cas elementaire ou 
toutes les distributions qui interviennent sent des fonctions e(£f). On 
a en effet, pour T et U€(£f) ou merae [voir formulas (VI, 8 ; 3 ) 

et(VII. 7 ; 9 )]: 

(VII , 8 ; 6) [#<T * U)J = (T * U) x exp ( — airx . y) 

— (T ? ® U ll ).exp[ — .y] 

= [Tf . exp (— 2 ml .y)) [U . exp (— afar, . y)} 

= (FY) y (ftl)) r 

Com me la meme formule est vraie pour ft qui est r^ciproque de 
ft, il y a egalement transformation du produit de multiplication en 
produit de convolution dans (If). 

II nous suffit alors de montrer que ft echange (C) M ) et ( 0 ' c ) et 
Iransl'orme une suite convergente dans (0 M ) en une suite convergente 
dans (0' G ) et reciproquement, pour etre siirs que ft ^change la multi- 
plication et la convolution dans les conditions pr^vues par l’dnonce, 
car (If) est dense dans (0 M ), ((%), (#') [tout element de (0 M ), de (0 G ). 
ou de (If') est limite d’une suite d’£l6ments de (lf)\ et les operations 
considSrees sont toutes continues. 

Or cette propriety d’echange est 4 vidente. a) Si Se( 0 M ), S est le 
produit d un polyn6me par une fonction -sommable, done, d’apres 
l'exemple l du § 7 (formule (VII, 7 ; 3 )), ftS est une somme de 
d^riv^es d’une fonction bornee, e’est done une distribution bornee. 
sur R". Toute d£rivec de S est de la m£me forme, done tout produit 
de $S par un polyndme est borne sur R", iTS est une distribution 
a d^croissance rapide a l’infini, $( 0 ' c ). b ) Si mainlenant T€( 0 G ), elle 
est sommable [t(J>L,)], done, d’apres l’exemple l\ du § 7, ft'T est une 
fonction continue a croissance iente ; le produit de T par un polyn6me 
est aussi sommable, done ftT a toutes ses derivees continues a 
croissance lente, ;TT€(fl M ). Comme les propri^tes utilisees pour 
cette demonstration sont valables, non seulement pour une distribu- 
tion, mais pour une suite convergente, ft transforme bien une suite 
convergente de ( 0 M ) en une suite convergente de (0 G ), et r6cipro- 
quement, c. q. f. d. 

Remarquons que la demonstration du th^oreme n’est pas achevee. 
Nous avons montre la continuity de l'isomorphisme ft entre ( 0 M ) et 
(0c) seulement pour les suites convergentes, ou des filtres & base 
bornee ou denombrable, alors qu’en fait il y a continuity pour des 
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fi'tres convergents quelconques ; nous ne complfcterons pas ici la 
demonstration, oui est un peu plus compliauee. 

Remarque Exchange entre multiplication et convolution a 
aussi lieu dans d’autres conditions. Ainsi : 

Si T€(U\ 9 ), la transform ie de 

Fourier de S* T est une fonction, qui est te produit des fonctions 

et 3T. 

En eflet, comme (^' LP ) et (^) sont dans (il^,), il suflit de Ic 
montrer pour p—q=z 2. On peut approchcr S et T par des suites 
S;, T j, dans S; et T ; etant a supports compacts. On a alors 

9(Sj*Tj)=z(9Sj)i&Tj). Mais, d’une part, les S j*Tj convergent vers 
S*T dans done dans (if'), on peut done affirmer que ;7(S*T) 

est limite dans (if'), done dans (ID'), des D autre part, les 

$Sj et les 3Tj sont localement dans L* (exemple l\ du § 7) , et convergent 
respectivement vers tfS, 5T, localement dans L\ de sorle que 
(p§j)(ffTj) converge vers (/JS^ffT) localement dans L 1 , done dans 
(ty). Alors, on a n^cessairement ff(S*T):=s (JS)(}TT). 

Re mar colons que S *T est dans ($'), et sa transformee de Fourier 
J(y) est une fonction, produit d’un polynome par une fonction 
gommable. R&jiproquement, si J(y) est une telle fonction, on peut 
Vlcrire f=zgh, oil g cl h sont des produits dc polynomes par des 
fonctions de L* ; alors g = 3 S, h = ff T, ou S et T sont dans 
de sorte que, d’apres ce qui est dit plus haut, i?(S * T) = gh —/■ 
Ainsi : 

Pour qu'une mesure d croissance lente (voir theoreme VII) soit une 
fonction, il faut et il sujfit quelle soit transform te de Fourier du 
produit de convolution de 2 distributions €(£D' L .). 

Exemplbs i” Nous avons vu fformule (VII, 5: i)l que la 
fonction exp(iirar 2 )(n=: 1) appartient a la fois a (0 M ) et (C> (: ). 

Le calcul de sa transformee de Fourier prouve bien qu elle ne 
peut appartenir Si l’un sans appartenir a l’autre : 


(VII, 8 ; 7) 


| ff [exp (iirar*)] = f /exp (iirar — 2 hxy) dx 

I — ( ex p ( — ^y*)* 

, \ y/2 / 


L’integrale figurant dans cette formule est semi-convergente au 
sens usuel, pourtoute valeur de y. Elle est aussi convergente dans 
(i V) y d’apr&s l exemple 3 du § 7 'exp (inx 2 ) est une fontion born^e!, 
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et convergente pour toute valcur de y suivant 'a formule (VII, 7; 9) 

[exp(irac*)€(2)' Lt )]. 

2° Nous avons vu que les fonctions 1/(1 -4- /•*)"• ont pour images 
de Fourier les distributions L m [formule (VII, 7 ; 23)1. Comme on a 
£videmment(i (1 -Hr*)~ p (i -j~r i )~ v = ( 1 -4-r*) - ^^. 

on en deduit de nouveau L^^c), et L p *L q =L p ^ [formule 
(VI, 8:5)]. 

3 # Nous avons vu que #(Pf r") eil proportionnel (sauf pour les 
valeurs exceptionnelles de m) a Pf (formule (VII, 7 ; i3)). Si 

— 

2 2 


Pf . K et Pf. r* appartiennent & ($[,), done on a la formule d’echange 
multiplication- convolution : 

(VII, 8; 8) ^Pf.#**Pf.i^s=S(Pf.i*)*(Pf.i*) f 


ce qui redonnerait les formules de convolution classiques (et faciles 
a d^montrer directement) utiiisees par M. Frostman et M. Marcel 
Riesz (,) en theorie des potentiels. Cette formule d’echange reste 
vraie pour o>%?> — 00, o> 9h/> — 00, &(/> -4- 7) < — n, 
bien qu’elle ne rent re oas dans les regies g^n^rales enoncees plus 
haut, et on peut m£me lui donner un sens dans descas plus etendus. 

4” Les distributions Z, de M. Marcel Kiesz (chapitre 11. § 3 , 
exemple 4) sont toutes composables les unes avec les autres 
Z p #Z ? z=Z p ^ q (formule VI, 5; 19). mais cela tient a (’orientation, 
particuliere des supports, et non a la decroissance a l’infini. Aussiles 
formules de convolution ne se transforment-elles par 5* en formules 
de multiplication que pour des valeurs convenables de p et q (par 
exemple Sip <0, Siq < o). 

Distributions a spectre compact. Theorkme de Paley- Wiener ( ' ) 
qtntralisi 


Soit F(x) une fonction sur R\ prolongeable pour les valeurs 
complexes des variables, z~x-{ -t£, x et &R", en une fonction analy- 
tique entifere F(z). On dit que F(z) est de type exponentiel ^ 27rC si 

logiF(z)i 


(VII, 8; 9) limsup — 


-W- 


■I z. 


^ 27tC. 


(’) Frostm>n [1], p. 39, et M. Riesz [ 4 ] 

( a ) Pai.ey-Wif.ner [x], p. 12. La demonstration n’etait donnee que pour des 
fonctions appartenant a des L P 
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On peut alors g 6 n 4 raliser comme suit le theorem© classique de 
MM. Faley-Wiener: 


Theor^me XVI Pour que la transform^ de Fourier X y — &U X 
d'une distribution U ait un support compact, contenu dans le cube 
Qc : ^ C ; 'yj G, ... 'yj <1 G, il faut et il suffil que U soil une 

fonction F(x) continue, prolongeable pour les valeurs complexes 
? — y -4- !P en one fonction analytique entibrc de type exponentiel 
^ 2TrC. 


i° Condition nicessaire Si X y a son support contenu dans le 
cube Q c , elle est somme finie de d^rivees de mesures portees par un 
voisinage arbitrage Q c+t de Q c (tliforfeme XXVI du chapitre in ; on 
pourrait utiliser le theor&me moins etementaire XXXIV et supposer 
que les supports des mesures sont contenus dans Q c lui-m£me ; ce 
sera inutile dans la suite). 


(VII, 8; io> V, = ;?U X = 2 DJ( : ,. p ) r 

Ipl^m 

Vais F p = &<j. p = ff f exo(2ir.x .y)dy. p (y) est une fonction 

continue born^e sur R", qui de plus peut 6tre prolong^e en une 
fonction analytique entifere de type exponentiel ^ 2tr(C -f- e). Alors 
U* est somine de produits de polyndmes par les F p ; done elle est 
une fonction analytique entiere de type exponentiel ^2n(C-f-E), 
quel aue soit e >> o, done aussi de type ^ 2 ttC, et k croissance lente 
sur R\ Son degr6 de croissance sur R" est ^ m, ordre de V. 

2° Condition suffisante 

а) Si U x €(^) x ,' le th&>reme est connu, nous consid^rerons sa 
demonstration comme accruise. 

б) _Soit U t €( 0 m ) x . Si a son su PP ort dans le cube 

Q c , iFd/ = appartient k (if) et est analytiaue entitle de type 
exponentie’ ^ 27 re, k cause de la n£cessit6 de la condition. Alors 
<pU€(^) est analytique entiere de type exponentiel ^ 27 r(C-t-e). 
D’apr&s (a), sa transform^ de Fourier X y *fy a. son suooort dans 
Qc**- Ainsi toute r6gularis£e de V par |€(D Q< ) a son support dans 
Q c _ ( , done V, limite de ses regularises, a son support dans Q c . 

c ) Supposons enfrn U x e(if'). Elle est supposee, en tant que distri- 
bution €($'), 6gale a une fonction F(x), analytiquement prolongeable 
en une fonction F(z) enti&re de type exponentiel ^ 2rC ; mais nous 
ignorons si F(x), qui est temper6e, est une fonction continue k crois- 
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sance lente au sens usucl. Quelle que soil f?<j> = ^Cy)* 

la regularisee G=F*o est dans (thloreme IX et suite); sa 

valeur pour z complexe. 

(VII. 8: ,,) G(z)=ff- - F(z — t)<f(t)dt, 

v^rifie, cTaprfes(VII, 8; 9) 

.VII, 8; 12) 

|G(z)|<A( > e'lexp| 2 Tr(CH-£)(|z | !-f-!r J ‘H jjf ••• ()<?(t)\dt, 

quel aue soit e > o, ce qui montre qu elle est enti&re de type expo- 
nential 2 ttC. 

Alors. d’apres (/>), G a une transformee de Fourier V^y) qui a 
son support dans le cube Q c - Comme. d’apr&s (a), ^ est n’importe 
quelle fonction €(10. entiere de type exponentiel 2 mrj, on peut 
choisir 9 de facon que t|/ soit en n importe quel point donnd, 
done V„ a aussi son support dans Q c [et 

Remarques 1 0 Soit fi(ar) une fonction fixe €(-'0 telle que y — 
soit £gale a 1 sur un voisinage de Q c . Alors, pour toule fonction 
F(x)(( 3 ') et de type exponentiel 27 rC, 

(VII. 8; i.l) F*fi = F. 

car .^(F * (U) = (f?F)y — ; 7 F. 

•>." Appelons (Exp. C) le sous-espace vectoriel de ( 0 H ) form 6 des. 
fonctions analytiques enti&res de type exponentiel 271C. Si des 
F^ttExp. C) convergent dans (;F), elles convergent dans ( 0 M ) [car, 
ies convergent dans (o') done dans (t>c)J, et il en est de m£me des 
translates e k V r uniformement lorsque k — h-^-ih' parcourt un 
compact complexe. La limite F est encore dans (Exp. C). de sorte 
que \ Exp. C S est ferme dans (:»') et dans ( 0 M ). 

De m^mc si des Fy€(Exp. C) convergent dans (O'c), elles convergent 
dans ($■). ainsi que les t a .F,. uniformement lorsque k parcourt un 
compact complexe ; la limite est dans (Exp. C), de sorte que l inter- 
section ( Exp. C) r\ (tf) est fermee dans (C^) et dans (if). 

3 " On peut appeler (Exp. I*) et (Exp. 0 M ) les sous-espaces de (it) 
el de (e) NI ) constitues par les fonctions analytiques entieres de type 
exponentiel (non precise), et les munir des topologies Iocalement 
oonvexesles plus fines, induisant sur les sous-espaces de fonctions 
de type exponentiel borne, les topologies de (Cf) ou (0 M ). 



274 


AFors & et & sont des isomorphismes reciproques d’espaces vecto- 
riels topologiques entre (Exp. (£) et (2)), ainsi qu’entre (Exp. 0 M ) 
et (8'). 

4 " On peat faire une 6tude plus precise sur le rapport entre le 
spectre de F€(Exp. 0 M ) et sa croissance dans les differentes direc- 
tions. On g^n^ralise ainsi des r^sultats connas pour F€lA (’) 


§ 9 Distributions de type positif 

Fonctions^> o On ditqu’unc fonction continue f(x ) sur R"est 
de type positif et on 6crit /$> o (*), si, quels que soient les points 
x t , x t , ... x„ de R", et les n ombres complexes z % , z t , ... z„ on a 

(VII, 9; i) JJ{Xj~X k )ZjZ k ^O. 

En prenant successivement l = 1 , puis 1 = 2 , et en utilisant les 
propri^t^s des formes hermitiennes, on voit aussitot, d’une part, que 
/( — x) =f(x), ce qu’on 6crira 

(VII, 9; 2) f=f ou f=f 

(/possfcde la sym&rie hermitienne), d’autre part, que 

(VII, 9; 3 ) f{ o)>o et i/(x)|</(o); 

une fonction $> o est borage sur R". 

Appelons p la mesure discrete form^e des masses Zj aux points x j ; 
la formule (VII, 9:1) s’^crit 

(VII, 9 ; 4 ) ff • - -f ff • • • J/(* — S) M x ) 

On saitque, dana l’espace des mesures a support compact (consi- 
d6r6 comme dual de 1'espace des fonctions continues muni de la 
topologie de la convergence uniforme sur tout comoact), le produit 

tensoriel (p, v)— ► p z ®v 5 est une operation faiblement continue lors- 
qu’on se borne a considerer des suites convergent.es ( voir theoreme X I 
duchapitremettheoreme VI du chapitre iv). Commetoute mesure p 
a support compact est limite faible d’une suite de mesures discretes 

(*) Voir Polya-Plancberel fi] , Martineau [i] 

(*) Voir Rochnkr [i] j». 74-iJa, ot A.. Wf.il [1 j [>. 5 G- 6 o 
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(expression de I'intlgrale d’une fonction continue par des sommej 
de Riemann), aussi bien que d'une suite de fonctions 6(2)) (les rlgu- 
larisees de p.), (VII, 9 ; 4 ) sera vraie pour toute mesure k support 
compact, soit si (VII, 9; 1) est vraie, soit si on a 

(VII. 9; 5 ) 

pour toute <?€( 2 )). II en resulte, en particulier, que (VII, 9; 1) et 
(VII, 9 ; 5 ) sont Iquivalentes. En utilisant la notation de la formule 
(VII, 6 ; 10), on pent ecrire la formule ci-dessus 

(VII, 9; 6) j + 

Distributions §> o Mais alors nous pouvons dire qu’une distri- 
bution T est de type positif et Ecrire T o, si 1 ‘on a, quel que soit 

*( 3 ). 

- (VII. 9: 7 ) T.( ? ^)>o. 

On voit aussitot que les distributions §> o fonnent un ensemble 
Jermi dans (2)') et mcme faiblement ferm^. 

On voit que si T $> 0, il en est de mime de T, T, T. Si alors 
dans (VII, 9 ; 7) on remplace T par T, on voit qu’on peut remplacer 
cette formule par la formule suivante 

(VII, 9; 8) Tr.(T* ? *9)>o. 

Th£or£me XVII Toute distribution T §> o posskde la symttric 
hermitienne, 

(VII, 9; 9) T = T ou T = T, 

et c’est une distribution bornte sur R\ T€($ / )- 

En effet, quelle que soit a 6 ( 2 >), la fonction rlgularisle T*<x* £ est 
une fonction continue $> o, car elle vlrifie (VII, 9 ; 8). Elle est alors 
hermitienne. Si I on fait converger a vers $ (mesure de Dirac) dans 
'a topologie de (8'), on en deduit, par passage k 'a limite, la formule 
(VII, 9; 9) (en appliquant les thlorlmes de continuity du produit 
de convolution, thyorlme V du chapitre vi). 

Remarquons en passant qu’on peut modifier la definition 
(VII, 9 ; 7) en d.isant: pour que T soit $> o, il faut et il suffit que 
toutes ses bi-r^gularis^es T* 9* 9, 96(2)), soient des fonctions conti- 
nues $> o. 
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D'autre part, -d'aprfa (VII, 9; 3 ). toute fonction T*a *a4> o est ’ 
bornee stir IV*. Mais. quellcs crue soicnt a el on a 

(VII, 9: 10) _ 

4 («* 6 )=:(x- 4 -^)*(a-t-{i)— (a — £)*(x — (J) + t(s' + $)*(8 — *(J) 

— i( a — tji) * (a — f- #), 

de sorle que esl aussi une fonclion bornee sur R". ALors, 

daprfes le theorfcme XXV (2") du chap, vin (sous sa forme fine), 
(T *<*)€($'). done T6($'), c. a. f. d. 

Remarquons que si T esl. au voisinage dc 1 ’origine, unc fonclion 
continue, la formule 

(VII, 9; lO iT*a*xi<Tr.(T*x*ac) — t .(«**) 

monlre, si I on fail tendrea el a vers d dans (6'), que T est. dans R". 
une fonclion majoree par sa trace (Remarque 2". page 77 du tome I, 
p= 00). On peut done enoncer: 

line distribution $> o qui, au voisinage de t'origine, est une fonclion 
continue, est dans R" une fonction continue o. 

On d^montrera de mSme ceci : 

IJn ensemble de distributions ; 5 > o, qui, sur un voisinage Q de I'ori- 
gine de R\ est bornt dans (^u). est ftorni dans ($'). 

M6me propri&e pourdes Ty^> o convergeant vers o. 

Distributions ;§> o et mesures ^ o 

Th£or&me XVIII (Bochner)^) Pour qui une distribution T soit 
'<> Ufaut et it sujfit quelle soit transformee de Fourier d’uhe mesure 
u.>oa croissance lente. 

1" Soil TrrrVj une distribution §> o. Elle est bornee sur R\ 
done €( 3 ') 7 . Elle est alors 1 ’image V r — . 7 U X d’une distribution 
U*€(*f%* La formule (VII, 9 : 7), vraie pour o€(‘i') J ,, esl aussi vraie, 
par passage a la limile J( c 3 ') etanl dense dans (O’), d’apres le th6o- 
r^me III], pour 9 = v(y )(•(.'*’ ) v . Alors, si l’on utilise les formules 
(VII, 6; 10) et le lh£oreme XV, on aura, pour toute «€(**)v- : 

(VII, 9:12) U.ttu >0. 

Nous allons en d&iuire que Von a 

(VII, 9; 1 3 ) U(6)^o pour J/^o, J^€(* 0 .f 

(’) BochnekTi^ p. 76 (thcortmo XXIII), A. Wf.it. f 1 ] p. 1 ix. Lo tlieorcmr clastii|iie 
dc Bock her c»t relatif aux functions >> o 
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'( 3 ))etant dense dans (if), il suffit de lemon trer pour <^-(£0)*. 
Tonte fonction o de (£D) X n est pas de la Tortile ira; car, au 
moins pour n > i , vAi n’est pas differentiate an voisinage d’un 
point ou ^ s’annule. Mais 6 est limite dans ('i)) de fonctions de la 
forme au ; si cn effet a o€('D), et si a est 6gale a + i au voisinage 
du support de 

(VII, 9 ; i4) ip— **W-+“ £ )’ 

* > 0 , c *.0 

la fonction du 2" membra etant bien de la forme uu. avec 


(VII, 9; i 5 ) u = *vA|>-t-e, «€($). 

Alors de (VII, 9 ; 1 a) on deduit bien (VIT, 9 ; 1 3 ). Cela prouve que 
U ^o, done, d’aprfcs le thdor&me V du chapitre 1 et le thiorfcme VII 
du chapitre vn, U est une mesure p ^ o & croissance lente. 

3" Reciproquement, si V = &p, p^o, alors U = p v6rifie (VII, 9 ; 
1 3 ) done k fortiori (VII, 9 ; 12), et par suite V v6rifie (VII, 9 ; 7) et 
est $> o. 

Nous avons montre en meme temps que, pour la topologie de (if), 
les v * v, w€(‘i>), sont denses parmi les <p §> o de (if) ; et que, si T §> o, 
on anon seulement(VII, 9; 7) mais encore 

(VII, 9:16) T(<p)>o pour <?€(#), <?$>o. 


On a ainsi les 2 definitions analogues : 


(VII. 9: .7) 


T ^ o si T(<p) o pour 9 ^ o, <?€($) 

T$>o si T(9 )^-o pour p^>o, <p€(‘d)). 


La demonstration ci-despus ne suppose pas connue celle du th&>- 
reme de Bochner dans le cas classique. 

Dans ce cas, la mesure p = &V est sommable sur R*, et rdcipro- 
quement; on a 

(VII. 9; , 8) Tr • (V) = ff- ■ /fy > o. 

Si <j. n’est pas sommable, il y a lieu de considerer que le 2* membra 
vaut 00 . Si done T est une distribution §> o, qui n’est pas une 
fonction continue, nous poserons 

(VII, 9; 19) Tr . T = -+- 00. 

Operations sur les distributions §> o 
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Th^ob^mk XIX Si «€( 6 m ) et T€(3>"") sonl §> o, leur produit 
xTesl^>o. 

La propria est classique si T est une fonction continue ; car alors 
a et T sont les images de Fourier de mesures ^ sommables sur R" et 

(VII, 9 ; 20 ) 3(oiT) — 

est aussi une mesure ^ o sommable sur R n . 

Si T^2y m ), ses regularises Tj = T* |3/€(3)), sont continues 

o, done aussi les <*Tj. Si l’on fait converger les fi j vers $ de fa^on 
que les T ) convergent faiblement vers T dans (3>' m ) (th 6 orkme X! 
du chap, vi), alors les aT, convergent aussi vers «T faiblement dans 
(3)''"), et <*T est bien ;§> o. 

Consequence : Toute distribution T o est limite dans Qf f ) de fonc- 
tions o appartenant d ($ 0 ). 

Si en effet, a€(3)) est $> o, prend la valeur 1 k Torigine, et si 
j-*- oo, les otj(x) = tx(x/j) convergent vers 1 au sens suivant : les 
a j — 1 convergent uniform^ment vers o sur tout compact en restant 
borages sur R\ tandis que chacune de leurs d^riv^es converge uni- 

formement vers 0 sur R n [les a f convergent vers 1 dans (3J e ), voir 
page 202]. Alors, si T 0, done e (-&'), les o^T 0 convergent 
vers T sur tout ouvert d’adherence compacte, en restant bornees 
sur R”. Elies convergent vers T dans (<f') [et dans ($'), voir 
page 203]. 

Comme ensuite xft est limite de bi-r<5gularis6es o €(3)), le 
th^orkme est d£montr£. 

TngoRk»n* XX i 0 Si S*(3)[p) , T€(3)[,) , ( 1 /p) -h ( 1 /q) — 1 > o, 

et siS etT sont :§> o, alors S *T $> o. 

2 ° Quel que soil Se(3)[ t ), S*S^>o('); les distributions de cette 
forme constituent , dans la topologie de (if), un sous-ensemble dense de 
1' ensemble des distributions >> o. Pour qu’une distribution $> o soit de 
la forme S*S, Se(3)[,), il faul et il suffit que sa transform^ de 
Fourier soit une fonction. 

i° Si S et T sont §> o k supports compacts, S*T est 6 videmment 
§>o, car 

(VII, 9 ; a 1 ) 3»(S*T)=: (#S)(#T) 

est une fonction o. 

(*) Si alors T est o et dans (S)L«)» on a Tr. (T*S*S)^»o. C’est la relation fonda- 
mentale utili»6e par M. Dent pour gtaeraliser les potentiels, et la notion d’energie. 
Voir J. Dent [iJ 
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Si S€(if>(^), T^), /) < - f- oo , 7 <C -4- oo , on approchera S et 
T par des S j = a. y S et T ; — a y T $> o de (&') (voir consequence du 
theoreme XIX),. qui convergeront vers S et T dans (£D^p) et (?J)[ 7 ) . 
Leg Sj*Ty seront 5 >> o, et convergeront vers S * T dans (y>' L r), 
(l/r) = (i/p)-f-(i/^) — l (theoreme XXVI du chapitre,.vi), alors 
S*T$>o. La demonstration exige quelques modifications pour p 
ou q— a o . 

a” II est evident que S*$$>o, en vertu m&me de la definition 
(VII, 9; 8), et de ce que 


(VII. 9; aa) Tr. (S*§*<p*9)= jj • • ■J' l S*q^dx'^.o. 

Quant au fait que les S * S sont denses parmi les T §> o, il resultera 
de la consequence du theoreme XIX, et de la densite des a * x, a€($), 
dans l’ensemble des [3 $> o de (if). 

Pour qu’une distribution T $> o soit de la forme S * S , . il 

faut et il suffit, d’aprfes les formules (VII, 6 ; 10) et le th^orkme XV 
pour ( 3 )^), 9 ue 30n image de Fourier soit le carre du module du 
produit d’un polynome par une fonction eL*, c’est-k-dire soit une 
fonction (necessairement ^o et a croissance lente d’aprcs le theo- 
rkme de Bocbner). 


Structure des distributions S> o Toutes les distributions L, de 
la formule (II, 3 ; 20) sont §> o, puisque leurs transformees dc 
Fourier sont (formule VII, 7 ; a 3 ). Done, si T o, L,*T 5 > o. 

On voitainsi que, quelle que soit T ;§> o, la distribution tempirie S 

^1 — S — T estaussi§> o(ici^?S = (i -\-r*)~ k &T). 

Pour k asscz grand, S est une fonction continue bom^e (formule 
VII, 9 ; 3 ) ; et elle devient une fonction continue dans R" dks qu’elle 
est une fonction continue au voisinage de l’origine. Soit k un entier, 
tel qu’il existe une fonction continue g verifiant, au voisinage de 


qui virifie 


1’origine, 



k 

g = T. La distribution S correspondant a 


cette valeur de k est telle que S — g soil, au voisinage de l’origine, 
solution de 1 equation aux derivees partielles elliptique 


(—£) 

done elle est une fonction analytiqiie (theoreme XII du chap, v) ; S 
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eat alors une fonction continue au voisinage de l’origine, done sur 
R\ On peut done enoncer : 

/ A \ 4 

Theorems XXT Toute distribution o est le ( 1 — ) 

\ brey 

(k entier assez grand), d’une fonction continue y> o, el riciproquement. 
Si une distribution T»o coincide, sur un voisinage de I’origine, 

twee le ( I — ,-A ‘ d’une fonction continue, elle est dans R B le 

\ k 4*7 

1 1 — i d’une fonction continue $> o. 

\ 4*7 


On peut d’autre part etendre une proposition enoncle page 376 
de la fapon saivarite : 


Th^or&me XXH Si une distribution T §> o est. au voisinage de 
I'origine , une fonction a k fois conlinumenl differentiable, elle Vest 
igalement dans tout l’ es pace R". 

Soit en eflet P uni polynome de derivation homogene de degre a k. 
dont l’imagede Fourier Q = ffP soit un polynome ^ o . La d6riv6c 
P*T est :§> o, puisque son image de Fourier Q(rFT) est Z^.0 ; elle 
est une fonction continue au voisinage de I’origine, done dans R n . 
Comme tout polynome homog&ne Q de degre 2 k est combinaison 
lin^aire finie de polynomes Qj^o, toutes les d 4 riv^es d’ordre a/c 
de T sont des fonctions continues dans R", c. q. f. d. Nous ignorons 
si la propri£t6 subsiste quand on remplace 2 k par a/c -f- 1 . 


Exemples 


1" Les fonctions r m sont ^ o pour m r6cl >—n. 


Done les distributions 


Pf 


sont >> o (pour m = o. 


1 

V 2, 

-t- a, 4 , ... on trouve seulement que les distributions (( — A))*$ 


sont ^>0). Si a/c < m < a(k -+- 1), ( — 1 )* * 1 p f es t done 

§> o. Par contre, zb Pf n est pas §> o. 

2" Gonsid^rons maintenant les distributions U = P f 7 — ^ 

V r ”’ v 

m> o. Ge ne sont pas des mesures >0. done leurs images de 
Fourier nesont pas $>o. D ailleurs ces images sont proportionnelles 
& des fonctions r* , qui sont continues an voisinage de I’origine et 
ne sont pas bornles dans R\ Mais soit 2k < m < 2 (/c-+- 1). Alors, 
d apr&s la fonnule (II, 3 ; 5 ), le symbo’.e Pf est inutile si 7 a toutes 
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ses derivees d'ordre ^ ak jiulles a I’origine. Donc si a a toutes ses 
derivees d’ordre ^ k naV.es a I’origine, Pf( * n V uu ^ o ; et eVi- 
demment A*" 'i . uu ^ o. ^ ' 

On peut done dire que {’image de Fourier V = ;71J (formule VII, 

7 : 1 3 et ik) est conditionnellemcnt $> o. Si la fonction <p^(if) a 10118 
ses moments d’ordre k nals, on aura V. (9*9)^ o. 

Autrement iit, en remplacant o par une mesure ;x u support 
compact : si 

(VII, 9 ; a3) ff-'-f V’V ' . . . V" <*{*(*) = o 

• » « 

quels que soient les k y entiers ^ o tels que k t -+- k 2 h (- k n ^ k, 

alors 

a) si 2k ^ m 2{k -+- 1 ), 

(VII. 912k) (— ‘ ’ f\ x — *** d A x ) dp(Z ) >0 

[pour rn = 2k, on trouve evidemment r=ol ; 

b) 

, (VU. 9 ; 25) (—■)*£/ . . .j |* — log — ~ rAA(a?)rfj*(Q >0. 

Pour k = o, (6) donne une propriety bien connue en thdorie du 
potentiel (’). 

§ 10 Applications aux equations aux derivees partielles 
ET AUX EQUATIONS INTEGRALES ( 2 ) 

Transformation de Fourier des Equations de convolution. 
Con'sid6rons 1 Equation 

(VII. 10; 1) A*T = B 

analogue a (VI 10; 1), A, T, B, 6tantdes distributions sur I’espace 
a n dimensions X". 

Pour pouvoir eflectuer sur cette Equation une transformation de 
Fourier, nous devrons supposer que B est temp£r£e et nous borner 
a rechercher des solutions T temperces. Mais alors nous pouvons 
£largir la categorie d’equations considered au lieu d’etre necessai- 

(’) M£me pour k quelconque, celle propriety nV$I uVemcnt pas nouvelle. M. Mtrcel 
Hirsz in ’a indique (pi'il la connaissait depuis longtemps mais ne I'm nit jamais jniblii* 

(*) Nous ue doiinons iei que quelques applications. Mais toute la theorie 
moderue des equations aux derivees partielles utilise la transformation de Fourier 
des distributions teiriperees. Voir par exempt? Horma.nder [3]. Signaloiis aussi des 
applications ci la physique classique daiit Arsac [i] et a la theorie quantique des 
particules ou des champs dans Schwartz (17], et Wightman [i] 
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rement a support compact, comme dans (VI, io; i) A sera dans 
(VII, io; i) une distribution a d^croissance rapide r €(0c)’ > 1® 
i* r membre aura bien alors un sens quelle que soit 

Soient alors £t, to, $, les transferences de Fourier a. = &A, 
'6 = 3'T, $ = &, to, sont des distributions sur l’espace Y". 

(VII, io; i) est entierement Cquivalente a 

(VII, io; 2 ) <*$=&. 


Nous avons maintenant une Equation multiplicative ; !e problfeme 
posC est deveno un probl&me de division (chapitre v, §§ 4 et 5), d’ou 
’’importance du problfeme de la division. to et $ sont des distributions 
temoCrCes i€(^ / ) 1 , A est une fonction indCfmiment derivable a crois- 
sance lente [€(^ M )]- 

Naturellement, on pourraitaussi considCrer un systfeme d’equations 
de convolution a plusieurs distributions inconnues. 

Equations de convolution homogbnes 

Nous supposerons ici 3=0, & = o. 

r Si Cl ne s'annnle jamais dans Y\ a^ = o entralne to = o, et 
liquation (VII, io; I) n’a pas d 'autre solution tempirie que la 
solution nulle. 

Ainsi liquation aux dCrivCes partielles elliptique homogfene 


(V" io; 3) 
n’a pas de solution 



temple autre que o puisque 



+'T 


ne s annule jamais. Remarquons, par contre, que cette Equation a 
une infinite de solutions non tempir&es, que la simple transformation 
de Fourier ne saurait permettre d’obtenir, par exemple des solutions 
exoonentielles : 


(VII, io; 4) }T = e%p(a7rA.*) 

K ••• M: 

De mCme, l’Cquation integrate homogene 
(VII. io ; 5) exp ( — rc r*) * T = o 


|4j = i . 


n a pas de solution tempCrCe autre que o puisque 
& r exp ( — 7rr*)l = exp ( — 7rr*) 

ne s’annule jamais. 
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Cette equation n’a probablement aucunc solution non nolle 
temp^ree ou non. 

Si, au conlraire, la fonction Cl s’annule en au moins tin point a 
de Y\ alors (VII, to; 2) admet au moins pour solution la mesnre 
discrete § (n) , et. (VII, 10; 1) a la solution temperee exponentielle : 

(VH, 10; 6 ) T = 3 '$ 7;(-) = exp(2nra.ar). 

9" Si, maintenant, la fonction a s’annule sur un ensemble ferme 
F ( ie Y\ £ a n^cessairement son support dans F, done T a son 
spectre dans F. Cette condition, nulfement suffisante pour carac- 
te riser T, est son vent assez precise pour les applications. 

Par exemple, dans le cas de 1 equation de Laplace it^ree, dans X", 
011 de 1 ' equation de Cauchy dans X' 


( A*T = o 

^ ° j ou d r = o [formule (II, 3; 23)]. 


1'equation transformde s’ecrit 

(- 4 irV)*Sr=o 
ou inzfo — o, 


(VII, .0; 8) 


et comme r ik ou z ne s’annulent qu’& l’origine, C est combinaison 
lin^aire finie de derivees de la mesure de Dirac (Th6or&me XXXV 
du chapilre in), done T est un polynome ; les seules fonctions 
poly-harmoniques ou holomorphes qui soient temp^r^es sont les 
polynomes poly-harmoniques ou holomorphes (generalisation du 
theoreme classique de Picard-Liouville). La recherche des polynomes 
poly-harmoniques par resolution de (VII, 10 : 8) n’est pas plus 
facile que !a recherche directe par resolution de (Vll, 10 ; 7). Ici 
encore rernarquons que toutes les fonctions poly-harmoniques ou 
holomorphes cnticres qui ne sont pas temperees echappent a la 
method c de Fourier [tandis que 1 ’equation (Vll, 10 ; 8) n’admet 
d’autres solutions que des polyn6mes de derivation, non seulement 
dans (:)') mais dans (if')]. 

Plus generalement, si 1 ’ensemblc ferme F est rednit a un nombre 
fini de points, T est une somme finie d’exponentielles-polynomes 
(page 20). On peut generaliser : 

Thkorkme XX III Tonte distribution temptrie'Y , solution d’ une 

famille d' equations de cotn’u/nf ion (VII, 10; 1), est limite dans (if') de 
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combinations lineaires Jinies d'exponenlielles-pofyndmes , solutions de la 
famille d' Equations . 

Nous ne donnerons pas ici la demonstration ('). 

II est analogue au tb^orfeme XXVIII du chapitre vi, mais ici n 
est quelconque et Ae(C^) ; par contre, on suppose T temple, et 
l’approximation a lieu dans (If'). 

3 ° Si A est & support compact [equation (VI, io ; x )J , est une 
fonction analytique (theorfeme XVI, Paley-Wiener), et l’ensemble F 
ou el’e s’annule est une variete analytique de Y\ Si cette vari6t6 n’a 
pas de points multiples, les methodes du chapitre v permettront 
une resolution complete. Par exemple, pour liquation aux d^rivees 
partielles elliptique homogene 

^Vll, 10 ; 9) ( I +£) i T = (» + £)*‘-T = o. 

la transformation de Fourier donne 
(VI?.; 10; 10) (i—r)% = o. 

Alors, d’aprfcs la formule (V, 5 ; 2), toute solution temperee T 
de (VII. 10; 9) est transformee de Fourier d’une couche multiple 
d'ordre < k portee par la sphere r— 1 , et reciproquement. 

On pourra de mfime caracteriser les solutions temperees de 
liquation hyperbolique des ondes amorties it6r6e 


(VII, 10; 11 ) 



(pour ). reel =j£o), comme transform^es de Fourier de distributions 
temples 15 , couches multiples d'ordre ^ k portees par l'hy pcrboloi'de 
fcXy*— y\— yL,)-+->=o. 

Pour >. non reel, il n’y a pas de solution temperee non nulle. 

Mais, pour ).=ro (qui corresponds l’equation des ondes ordinaire), 

I'hyperboloide est remplace par le c6ne d ondes y\ — y\ , — o , 

qui a un point double & l’origine. to est n6cessairement, en dehors 
de l’origine, une couche multiple d'ordre <^4 portee par le cone 
d ondes, mais la caract^risation de t 3 au voisinage de l’origine serait 
plus delicate. 

4 ° Remarquons que si A est & support comoact, une solution 1” de 


f 1 ) On la trouvera dans S< hv»\hiz 95 J 
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(VII, 10 . 2) n cst jamais une fonction, puisque son support est une 
variate analytique, de sorte que, par excmple. pour i’etude des 
solutions des equations aux derivees oartielles a coefficients constants, 
la transformation de Fourier des mesures ou des distributions cst 
inevitable. 

Or toute distribution T€($lp). en particulier toute 

distribution a support compact, a pour transform^ de Fourier C une 
fonction (chapitre vu 7 , exemple 4 ). Ainsi une equation de convo - 
lution du type (VI, 10 : 1 ) joii At(C')J n'a pas de solution =/= o appar- 
tenant a (£D L# »), 1 ^ p ^ 2 . ni a fortiori de solutions a support compact. 

En particulier, si A est un polyndme de derivation d'ordre m, 
(VII, 10; 1) est une Equation aux derivees partielles d'ordre m % k 
coefficients constants. Si S est une. hypersurface compacte m fois 
confinement differentiable. limitant un volume V. toute fonction m 
fois continilmeni differentiable f, solution usuelle de /’ equation . nulle 
ainsi que ses di rides d'ordre m — 1 sur S. sera nulle dans V : en 
eflet. la fonction f 4 gale a f dans V et il o dans son complementaire 
est alors solution de 1’ equation, au sens de la th^orie des distribu- 
tions (chapitre v, theoreme XI), et elle est a support compact, done 
nulle. Ge th£or&me tres simple est independent du type de l’equation 
(elliptique, hyperbolique. etc.) puisqu'il est un cas particulier d une 
propriety g6n£rale des Equations de convolution ; il est ind£pendanl 
de l existence d une solution Slementaire. Remarquons que cc resul- 
tat n’entralne nullement que f soit nulle dans le complementaire 
de V. Ainsi. toute fonction de la forme f(x. y) = v{x) £( y), dans 
le plan R* ou les coordonnees sont x, y, est solution de l iquation 
(kf/dxky) — o : si x et (3 sont nulles ainsi que toutes leurs d6rivees 
dans les intervalles \x[ < 1 }yj< J. et >0 ailleurs, / est nulle dans 
le can*e jxj 1 , 'y! 1 , ainsi quo toutes ses derivees. et > o partout 

ailleurs. Nous ignorons dans quelle mesure on peut 6tendre ces pro- 
prfet6saux equations aux derivees partielles a coefficients variablesC). 

5 ° Remarquons- que si F est compact, T est une fonction ana- 
lytique enti&re de type exponentiel (Theoreme XVI, Paley-Wiener). 

Ainsi les seules solutions tempddes d'un systeme elliptique d’ equations 
aux deriv6es partielles a coefficients constants sont des fonctions analy- 
tiques enlikres de type exponentiel. 

i l - M. dp Rham in' a rmlique hup demonstration dr cetle pro|*ri*le qiii est inde- 
pendante de la transformation dp Kotirier, mais qui nr seinhle pas non plus appli* 
cable aux equations a cnefliripnts variable*. En tout cas. la prnpriete nr subsinte 
snremenl pas sous la form** tre# generate qui pn'-erde, il y a drs lontfe-rxrmples 
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On trouvera aussi dies equations ou syst&mes d’6quations hyper- 
boliques ou d’ Equations integrates dont toutes les solutions temp6r6es 
auront cette propriety. 

Naturellement cette analyticit^ des solutions temp^nks n’entralne 
aucune cons&ruence rektivement aux solutions non temples ; par 
exemple, pour X non reel, liquation hyperbolique (VII, 10; 11) 
n’a d’autre solution temp^r^e que o, mais ses solutions non tem- 
o£r£es ne sont pas toutes des fonctions analytiques. 

Recherche dune solution iUmenlaire 

Nous supposons maintenant B = 5 , £B=i. Nous avons a 
rlsoudre le problkme de la division de 1 par a. Si Ton peut ddfinir 

une distribution temper^e 8 = — ou Pf — > alors GL$ = i d apres la 

formule (V, 3 ; io), et sera une solution 6ldmentaire tempi- 

rie. Donnons quelques exemples. 

Exkmple i Equations elliptiques 

(VII, .o; u) A „ = * 4 =(i -Hr 1 )*. 

On en ddduit immSdiatement la solution ^kmentaire 


(VC, io; 1 3) 

«»=(•+ r’)-*, E„ = L„ = (X ^y T /"* K , _ k («r) 


(voir formule V 1 .!, 7 ; a 3 ), conformiSment aux formules d6j& vues 
(II. 3 ; 23). 

La solution el^mentaire trouv^e appartient a ( 0 ^). e * c’est la seule 
qui soit temp^ree. Remarquons que & k = (ti i ) k , E k =: (E,)**. 

Par une homoth&ie, on en d^duit que la solution £l6mentaire 
correspondant a 

(VII, 10; 1 4 ) A* = (A — XS)*, X reel > o, 


est 

(VP, 10; 1 5 ) 


n k 


(— i)*x* * 

♦ 1 4 , 

tc (k — 1 ) ! 



/vM- 


Mais cette solution el£mentaire est une fonction liolomorphe de 



TRANSFORMATION DE FOURIER 


287 


la variable complexe X fa valeurs dans (3^)] ayant X = o comme 
seuie singularity (point critique). 

D autre part, (A — \$)* k est une fonction holomorohe entifere 
de la variable complexe X fa valeur dans (3)')]. Leur produit de 
convolution dgal a $ done ind6pendant de X pour X r£el > o, est 
encore d pour X complexe. En passant ainsi de X r€el > o §i X r£el 
< o par !e demi-plan complexe supdrieur, on en d.^duit une solution 
ylimentaire correspondant a 

(VII, io; 16) A k = (A -+-X§)**, X rdel >o. 

La solution diymentaire trouv^e n’est pas rdelle, on peut la 
remplacer par sa partie r£elie, eton obtient 

— 

( 4 ~ * k-~ , r- ^ 

(VII. .o; . 7 ) K>=-trrhr r 

2 * (k—l)\ 


Y ddsignant une fonction de Bessel. 

On ne peut pas se contenter de faire X = o pour avoir une solu- 
tion ylymentaire de I’opdrateur de Laplace it^r4 A*; un calcul direct 
sera plus simole. 

I 1 , est bon de remarquer one cette mdthode de prolongement 
analytique nous a oermis de passer d’un proM&me & un autre tout 

/<*. A V* 

different. En effet, pour A k = l d -+- r~z ) > on a 




V 

(i 


«.=p ( 


l\k 


( 1 r> ) 


Comme l — r 8 s’annule sur la soh&re r = i , cette partie finie doit 
3tre au pr£alable d.yfinie explicitement, et la transform^e de Courier 
de la pseudo-fonction 8 k est plus delicate a calcuier directement que 
celle de la fonction (1 -+-r 8 )"\ II n’y a la qu’une difficulty d’ordre 
technique que nous avons 6vit£e par Ie prolongement analytique en X ; 
car, au point de vue thdorique, on peut prendre pour 8 k n importe 
quel r£sultat de la division de i oar (i — r 8 )* (th^orfeme VIII du 
chaoitre v), et 8 k est bien temp6r6e (elle converge vers o k 1 infini). 
L’opdrateur A k de (VII, io ; 16) a ainsi une infinite de solutions 
£l£mentaires temp^rdes, alors que celui de (VII, io; 12) n’en avait 
qu’une ; par ailleurs ici on nepeut oas 4crire S k = (£ t )*» — (^.)* » 

car ces expressions sont ddpourvues de sens. 
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EvEMl'LE 2 


Equations dc Laplace iterees 


(VII. 10: .8) 
(VII. io; 19) 


A fc = y Cl k — ( — k-'r'Y 


*•* — 


(— 1>* 
•r'V* 


Pfr" 3 * 


et la solution dlementaire E k se ddduira des formules (VII. 7 ; i 3 et 
1 4 ) qui donncnt & (Pf r m ). 

II faut distinguer 2 cas : 

a) si n est impair, ou si n est pair mais 2k <C n, alors nous nc 
sommes pas dans le cas singulier, on pourra utiliscr (VII, 7; i 3 ) 
(lc symbole Pf etant inutile pour 2 k < n). 


(VII, , 0 ; ao) E. = ^ ')* >*-■; 


b) si n est pair et 2 k ^ n, nous sommes dans un cas singulier et il 
faut utiliser la formule (VII, 7; i 4 ): 

: (VII, IO; 2l) 



La constante h est sans importance et peut Strc remplac^e par o, car 
cela revient & ajouter a la solution eleincntaire une solution de 
1' equation homogenc (polyudme polyharmouique): autremcnt dit. 
c'est seulement la partie la plus facile de la formule (VII. 7; i 4 ) 
qui est necessaire. Les formules (VII. 10; 20 et 21) sont bien en 
accord avec les formules (II, 3 ; i 5 et 17). 

Remarquons que, dans ces exemples 1 et 2. les r£sultats ne 
dependent pas seulement des termes de plus haul degrd de I’equation 
elliptique ; cela vient de ce que la solution el^mentaire chercli£e n’u 
pas seulement un caractere local, puisqu’elle doit Stre temperee. 


Example 3 Equation de. la chalcuv iteree 
(VII, 10 : 22) 

a r d / d &’ b s 

A, — 1 ).( , H (-••--) 

, &x„ W 3 6.V : bA 


X reel "> o. 
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II sera commode de conskUrcr l’espacc X* de la variable 

*= t x *' x *' X A 

comme produit de 1'cspace a n — i dimensions de la variable 
£ = x s' • • • x n -I j par I’esnacc a i dimension de la variable x . 

Alors 

(VII, 10 ; 23 ) A fc = ^~ — XAr 
(VK. io; 24 ) 

= r.=\y t , y 3 , ... 


T I, io; 25) 


e, k =Pt(^ 


v 2t7ry J ,-+-4rr , )Jr.! 2 

Nous appliquerons alors la methodede lcxemple 9 du§ 7. et nous 


trouverons ainsi, pour E k = &£ 

(VII, 10; 26) . 

/ o pour x n ^ o 

E t (») = i xj" 


((4 — 0 1 \Wl-nx n . 


exp 


4 Xx„/ 


pour x n > o, 


ce qui est encore un r&ultat classique. 
Remarquons que nous trouvons 


(VII, to; 27) 


x 


*-1 


E * (*->)! E " 

ce qui est Evident a priori, car, avec cettc definition de E k pour 
A > i, la formula usuelle dc derivation dun produit (V, 2; 3 ) 
donne pour k> 1 

(VII, 10; 28) 


6 .. x " *. .r. . 

dx. 


— )E* 


( A _ 2) ! E '-' (i — , ) ! l\ix n 

= ®*-t 




d’ou 






( v II,.o ;a9 ) (±-n E ) E, = *. 

La solution eiementaire E* depend de et e’est une fonction 
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holomorphe de la variable complexe X oour JR(X) > o, et continue 
pour &(X)^>o, k valeurs dans (Jiff) [lorsque &X devient < o, la 
fonction usuelle dCinie par la formule (VII, 10 ; 26) n’est plus 
sommable au voisinage de L'origine et ne repr6sente plus une distri- 
bution]. Nous pouvons done (voir exemple 1) remplacer X par 1 iztX 
et obtenir une solution 61 £mentaire correspondant a 

(VII, 10 ; 3 o) = zfciXAe^ , X r^el > o, 

V&n V 

oui est 

(VII, 10; 3 i) 

/ o oour a?„<^o 

, M = *i- ( 1 ... \— / _H_\ 

kK } j (4 — i)! Vy/a(i ±i)vW ex P V =*= 4«Xap»/ 

<, pour x n > o. 

!ci. encore, comme a l’exemple 1 , le prolongement analytique en X 
nous fait passer d’un problCne a un autre tout different, et ^vitedes 
difficult^* de nature purement technique. 

Exemple 4 Equations hyperboliques 
(VII, 10; 3 q) A 4 = (V_W)*‘; 

or* 

avec les notations de l’exemple pr&^dent. 

(VII, 10; 33 ) a*=(— 4 irV— X)‘; f=y\ — !»P. 

(VII. .0; 34 ) = -L. Y. 

i° Si X n’est pas rtfel, 4 *V-f-X ne s’annule jamais dans Y\ le 
syrnbole !?f est inutile, $ k est manifestement une fonction continue 
bornee, et E k — & 8 k donnera une solution ^lementaire, la seule qui 
soit tempdr£e. Bien plus, § k appartient a ( 0 M ), done E k a ( 0 ' c ). 

Gelte solution £l£mentaire, que nous ne calculerons pas ici, 
a un caract&re et des usages enticement differents de celle qui a 6t6 
trouv^e a la formule (VI,. 5 ; 29) : 

a) La solution 616 mentaire de la formule (VI, 5 ; 29) a son sup- 
port dans le c6ne d’onde direct -1- V ; elle est la seule & poss&ier 
cette propri6t6, puisque (iD' +r ) est une alg&bre. Elle peut 6tre utilisee 
a la resolution des problemes de Cauchy suivant la formule (VI, 5 ; 
26). Elle a une croissance exponentielle a l’infini, done n’est pas 
temp£r£e, et ne saurait etre obtenue par transformation de Fourier ; 
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elle ne permet oas de trouver la solution templree dune Equation 
avec second membre tempore. 

6) La solution e'ementaire 9& k est sym^trique par rapport k l’ori- 
gine, elle ne peut dona pas servir a r&oudre les problkmes de 
Cauchy suivant la formule (VI, 5 ; 26). Elle est temple, et c’est la 
seule k posseder cette propria, puisque '’equation homogfcne n’a 
pas de solution temple ; elle appartient a (${.), done peut donner la 
solution tempdr£e de toute Equation a second membre temp6rd. 

2 0 Si X est reel et^o, 8 k est singulikre sur 1’hyperbolol‘de 
4ttV -4- X = o. II y aurait lieu de dSfinir explicitement la partie finie, 
mais ici encore on peut prendre pour 8 k n’importe quel resultat de 
la division de 1 par ( — 4*V — X) fc . Cette division est possible loca- 
lement (theoreme VIII du chapitre v), on oeut montrer aisement 
qu’elle est possible de fa$on que 8 k soit temp^rde (voir page 297). La 
formule (VI, 5 ; 3o) montre que c’est seulement pour X < o qu’on 
peut retrouver ainsi la solution £l£mentaire aopartenant k (2)* r )» 
qui est dans ce cas temp^ree. 

3° Si X = o, Thyperboloide est remplac6 par le c6ne, <r* = o. La 
division par a* ne rentre pas dans le th^orkme VIII du chapitre v k 
cause du point double du c6ne k l’origine, mais, ici, se fait n&mmoins 
aisement. Comme nous l’avons indiquS (§ 7, exemple 8), on peut 
d^finir la pseudo-fonction 8 k , distribution templrie, de fa^on k 
pouvoir retrouver les Z u de la formule (II, 3 ; 34). 

Remarquons que dans tous les cas '.a solution 616mentaire qui 
appartient k (3)'„ r ), aprfcs multiplication par exp( — kx n ), k > o assex 
grand, devient temp^ree, et peut ktre obtenue par transformation de 
Fourier ; cela revient k dire que ces solutions oeuvent&re obtenues 
par transformation de Laplace, ce qui est le cas de tous les systkmes 
hyperboliques. 

Ces exemples montrent comment, dans le cas g6n£ral, on peut 6tre 
arrets par les difficult^ th^oriques du problkme de la division. IIs 
montrent, surtout, 1’interSt qu’il yak construire des tables permettant 
de calculer les transform^ de Fourier pour des distributions. (’) 

Exbmplb 5 Equations integrates 

Liquation int^grale correspondent a 


(VII, 10; 35) 


S A = exp ( — -nr') 
a, — exp ( — irr s ) 


n’a pas de solution 6 1 6mentaire temp£r£e, car exp (- 4 - nr*) n’est pas 


{*) Voir Lavoine [1] 
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temp£r£e. Cette Equation n’a orobablement pas de solution ^men- 
tal re, m6mc non temper^e. 

Exemple 6 

Considcrons l’&iuation integrate correspondent au cas ou A est 
la masse -f - 1 r^ par tie de fa^on homogfcne sar ’a sphere unit6 de 
centre 0. Si alors T est une fonction /, A*/ est une fonction, 6gale, 
au point x, a la moyenne de / sur la sphere de centre x et de 
rayon i . On a 

r(— ^ 

(VII, io; 36) 

M ' ' 

' ,o; 3?) 8= ra Pf ( 

V 2 / 

7.1 y aurait lieu de d^finir cette partie finie sans ambiguity, mais cela 
n'a comme toujonrs aucune importance, 6 est ler^sultatde n’importe 
quelle division de i par <%, division qui rentre dans lc cadre du 

th&>rbme V7.II du chapitre v, car toutes les racines en r de 
»-! 

J B _j(a7rr)/r 1 sont simples et =fco. Mais encore faut-il que 6 soit 

i 

temp£r£e, ce qui n&sessite un examen minutieux & l’infini. 

Nous choisirons 8 de la fa^on suivante. EKe sera invariante par 
rotation autour de 0, de sorte quc 8 . q>(y) = 8. d»(r), ou <I/(r) est la 
moyenne de <p(y) sur la sphere !yi = r. 

Soit L, la reunion des intervalles (r v — e, r v -4~e), oil r v parcourt la 
suite des racines =£o de la fonction de Bessel J B _,( 27 rr); soit L, lc 

T 

compldmentaire de L t sur la demi-droite o ^ r < oo. 

Nous poserons, pour p^f). 


It 





— \ 
r) j 
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Compte tenu de cc que, poor r — ► oo , 

/ I i > 

i * * 1 

(V.U, io; 3g) 



0 (V~r) 


*-'=0 ( yV ) ; 


J -rrj( 2Tcr ); 


^ i * 

compte tenu, d’autre part, de ce que <]/(r) d^crott plus vite pour 
r-*~ oo que toute puissance de i/r, ainsi que, sur L t , 
fqni est major^e par une deriv^e 

on voit que 8.9 est bien defini par une int£grale convergent® et 
determine 8 comme une distribution temp^r^e. 

On voit aussit6t que 8 v^rifie a8=i ou 

ji 

-fv<j)dy~2 C" tyry-'dr [car €L(r,)=zo}. 

II resterait k calculer E ~ ^8 pour avoir une solution elemental re. 
Le r£sultat ne nous paralt pas pouvoir se mettre sous une forme 
simple. 

II n’y a aucune difficult^ k trouver par le m&me proc 4 d 4 une 

solution etementaire 8 fc = Pf^~^ correspondant k A fc = A k (On 

ne peut pas 4 crire 8* =: 8* ou E* = E* k ; ces expressions sont denudes 
de sens). 

Exemplb 7 T hi or d me de Fredholm 

Supposons que cx soil un polyndme de derivation elliptique, d'or- 
dre m, ne con tenant que des derives d’ordre m : 

( A = 2 a p D p ; a p = constantes complexes ; 

(VII, 10; 4 o) } i/»i=« 

(S v p=ro en i ra i ne y-°- 

(VII, 10; 40 a = 2 a p ( 2 iiyy 

p 

P’as g£neralement, si l est un nombre complexe quelconque, 
nous poserons 

(VII, 10; 42) a, = Pf [a^yX 1 , A , = 
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Cela suppose une definition de 1 ’argument de a dans Y" (sauf & 
l’origine) ; c’est toujours possible si n 2 , en definissant cet argument 
sur la sphere unite ; pour n = 2 , si l’argument n est pas une fonction 

uniforme fexemple A=^ i, a =inz, formule (II, 3 ; a3)l on pourra 

raisonner sur A* Aet au lieu de A et a. 

Le symboie Pfest inutile pour > o. Pour jy!-*-o, a! 

est de l’ordre de I et la partie finie se definira, par un proctdt 
incUpendant de <X l , par la consideration de spheres concentriques 
y — s-*-o, comme dans la formule (II, 3 ; 4) qui correspondait 
k a = r*. a, est une fonction meromorphe de la variable complcxe 
l k valeurs daiis (tf') r , les p61es etant les valeurs de / pour lesquelles 
lm-h n est entier o pair; pour ces valeurs singuli&res, on a une 
formule d’un type analogue k (II, 3; 7 ). 

Soit H un isomorphisme de Y" sur lui-m&me. Lorsque 
( 9U)m + n< o, a, 6 (3)' L ,), A, est une fonction continue (§ 7 , exemple 
4), et on a d’aprfcs (VII, 6 ; 10 ) 

(VII, 10 ; 43) 9 (Ha.,) = A^H(*)). 

Cette formule est peut- 6 tre denuee de sens pour ( ~f -n^o. 
Mais, pour (& > o, <3L t est une fonction, et alors, d’aprfcs 

(VII, 6 ; i4): - ' 

(VII, 10 ; 44) H<a.,(y)=|d4t. H“ , Sa / (H~ l (y))^=| , d^t. 

Par prolohgement analytique, on en diduit, pour toutes les va- 
leurs de / non singuli&res, 

(VII, 10 ; 45) Hct^ld^t.H-'IPf^H- 1 ^)). 

On a done finalement, pour toutes les valeurs de l non singuli&res 
telles que (9U)m-\-n < o, 

(VII, 10 ; 46) ^S'da. H ~ ' I Pf o/(H ~ ' (y)) J = ( f H(a;)) . 

Mais (tant cue H reste inversible) la distribution 

Ida. H-(Pf<a/(H 

depend analytiquement des coefficients de la matrice H (pour la 
prolonger aux valeurs complexes des coefficients de H, on rempla- 
cera bien entendu Ida. H~* | par da. H~‘ ou — da. H“ f suivant les 
cas) ; done, pour / non singulieret (£R/)/n -+- n < o. A,(‘H(x)) (entant 
que fonction continue.pour la topologie de la convergence uniforme 
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sur tout compact) depend analytiquement des coefficients de la 
matrice inversible H'. Cela prouve que la fonction continue A^x) est 
analytique sur le compMmentaire de I’origine dans X" ('). 

Par un passage a la limite convenable, on £tend la propri^td au 
cas singulier, de sorte que celle-ci est vraie sans restriction pour 
( 9il)m -+- n < o. 

Mais on a toujours [formule (V, 3 ; 10 )] 


(VII, io; 47 ) 


apt=a l+l 

A/*A= A/ + ,, 


ce qui permet de passer de lb /-+- 1 ; de sorte que fmalement, pour 
toutes les valeurs complexes de l. A, est en dehors de I’origine une 
fonction analytique (mais A, n’est plus toujours une fonction dans X*. 
par exemple A t est un polyn6me de derivation). 

Le theorfcme de Fredholm (*) correspond au cas particular 

Le polyndme de derivation elliptique A a une solution tUmentaire 
A_ t , qui est, en dehors de I’origine, une fonction analytique. 

La mcthode du theor&me XII du chapitre v montre alors que les 
solutions de liquation A*T — B sont toutes des fonctions analy- 
tiques, la ou B est une fonction analytique ; la demonstration est 
d’ailleurs simplifi^e par les formules du produit de convolution, et 
il est inutile de savoir si A_ t est une fonction dans R\ car (V, 6 ; 33 
et 34) s’ecrivent 


(VII, 10 ; 48) 


ST — A *(A*BT)=A +ag 


Cette demonstration peut s’etendre a bien d’autres equations ou 
systemes ellipliques a coefficients constants. 

Si, par ailleurs, un syst&me elliptique a coefficients constants 
admet une solution eiementaire, celle-ci est necessairement, d’apr&s 
le theoreme XII du chapitre v, une fonction analytique la ou le second 
membre $ 1’est lui-meme, c’est-a-dire en dehors de I’origine. 


(')Soiten effelx = | i, i, ... i j, et H la malrice donl les elements dela diagonale sont 
f|, t 2 , ... l n , Jons ^ o, les anlres elant nuls ; alors A t(t t , f 2 , ... <„) est une fonction analy- 
tiqua de I,, t,. ... I„, lorsqu’aucun des t t n’est nul. Done A est une fonction analytique en 
dehors des hyperplans de coordonnecs ; par un cliangement d'axes on en d6duit qu’elle est 
analytique en dehors de 1’origine 

(*) Fredholm a fait une etude detaill^e de la solution eiementaire de ces equations 
ellipliques, l'cxprimanl au moyen d’int£gralcs abeliennes, mais seulement pour n = 3 : 
Fredholm, [ij. La mcthode ci-de«sus est tres generate et de caract£re tris eiementaire 
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■ Mais lc tlieoremc XXIX da chapHre vi demontre l’analycite des 
solutions sans fairc inlcrvcnir la solution elementaire. 


Resolution d' equations avec seconds membres temperes quelconques 
Si on a pu trouver une solution elementaire E appartenant a (Oc), 
la formule (VI, io; 9) donnera une solution temperee E * B de 
1 ’ equation avec second membre B,toutes les f ois que B est temperee, 
et ce sera d’ailleurs la seule. 

Mais si E n’appartient pas a ( 0 ' c ), cette methode n’est plus appli- 
cable. II sera alors possible que la transformation de Fourier donne, 
par la formule (VI, 10; 2), une resolution directe de I’equation avec 
second membre, sans passer par I’intermediaire d’une solution 
elementaire. Donnons quelques exemples. 


* k 


com me 


Exemple i A — ( r %- hd ) [formule (VII 10; 16)]. Une 
solution 61 < 5 mentaire cst transform&i de Fourier dePfl -) ; 

/ . v . \ i — r y 

Pf( ) £( 0 u ) t aucune solution elementaire n’appartient 

, r / . 

a ( 0 'c) • Mais la division par (i — r) k est toujours possible dans (®') 7 , 
d’apres le th^orfcme VII! du chapitre v; le quotient $/( 1 — r*)‘ est 
determine dune maniere unique sur le complementaire de la sphere 
r~ 1 ; si it’ cst temperee, e’est-a-dire « a croissance lentek l’infmi » 
(theoremc VI), il cn est encore de meme pour lout quotient 
'll — it*/ ( 1 — /•')*, puisque 1/(1 — r*)* tend vers o pour r -► 00 ainsi que 
loutes sesderivees. Par transformation de Fourier, on en deduil une 
solution T temperee dc 1 ’ equal ion. Ainsi A cst « complclemenl 
inversiblc » dans (If') (page 212). Toutcs les distributions A des 
exemples precedents (sauf l’exemplc 5 ), qui sont inversibles, sont 
aussi completcment inversibles [bien qu’en general E n’appartienne 
nas a (0^)], comme on le voit par un raisonnement inspire des prece- 
dents et gdneralisant oclui qui prouve 1’exislcnce d’une. solution 
elementaire. Nous nc connaissons pas d’exemple d’une distribution 
A inversiblc dans (<J') et non completcment inversiblc dans (IF). 


Exemple 2 Pour l’operatcur A~(v — X£)** (X reel 
(formule (VII, 10: 32)), on peut inlroduire un raisonnement nou- 
veau d’une nature trfcs generale. 

Nous avons a resoudre dans (6^) lc orobleme de division : 

(VII, 10; 49) ( — 4trV — X)*l> = ;f*. 
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A distance finie, cette division est possible d'aprfcs le tli£or&me VIII 
du chaoitre v; mais nous voulons que 6 soil temperee, ce qui exige 
ccitaines precautions a i’infini. 

Considerons Y* comme ensemble oovert de l’espace projectif r£el 
P n et utilisons les resultats et notations du theor&me V. 

Soil 12 0 = Y" et soil L2, l’ouvert complementaire dans P" de I’hyper- 
pian projectifyjrrio. LesQ v (v = o, i f i, ... n ) Torment un recou- 
vrement ouvert de P"; soit [i' v | ur.e partition de Tunit6 sur P* 
subordonnee a ce recouvrement, « v € (^ Qv )(chapitre i, theor&me II). 

iB, etant lemp6ree, admet un prolongement $, distribution sur 
Montrons que pour chaque v on peut trouver une distribution 
f. v C(^ v )’ dont * a restriction 6 y a u v = Q v nY' v«5rifie I’^galit^ 
(VII, io; 4 9 ). 

C’est d£ju vrai pour v = o. Soit v=l=£ 0 Dans Q, on pent 
prendre comme coordonn£es locales y' lt y' t% . . . y', avec (*) 


(VII, io; 5o) 




On peut alors r^soudre dans Q, le probleme de division : 


(VII, io; 5i) [— 47T*o; a — 1 _ 

b, 

car /'* $ est une distribution connue sur et 


-4 * r.’-, )->■/,* 

V^rifie dans Cl, les conditions d’ application du th^oreme VIII d.u 
chapitre v. 

(VII, io; 5 i) est encore verifi^e dans w,, maisy? k est indlfmiment 
derivable dans on peut done multiplier les a membres pary* k , ce 
qui donne (VII, io ; 4 9 ) dans w,. 

Alors, a v ayant un support compact dans 12 v , z v €>v est une distri- 
bution non seulement sur Q y , mais sur P' 1 . Sa restriction h Y* est 
done une distribution temperee sur Y", qui v^rifie, non seulement 
dans u v mais dans Y", 


(VII, io ; 5a) ( — 4nV — X)*(a v T\,)=: a ¥ $. 


(') On peut loujours prendre comme coordonndes locales sur I*" des fonction* homogra- 
phiques des coordonnce* cartcsicnncs 
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La somme ^=2*^ est done une distribution temp6r6e sur Y", 
qui v6rifie (VII, io ; 49 ). 

Cette m 6th ode est une application de la remarque du chapitre v, 
§ 5, a*, une r6solution de la division par recoliement des r6solutions 
locales sur P\ 

Consequences de la solution du probleme de la division 

Comme Lojasiewicz et Hormander ont demontre (') que d ins 
R" la division par un polynome. est toujours possible, on en de- 
duira, a l’aide du raisonnement ci-dessus uti'isant 1’espa- 
ec projeetif P", que : 

Pour toute Equation aux dirivies partielles d coefficients constants 
(A = polyndme de derivation), il existe au moins une solution iUmen- 
taire temptrie, et au moins une solution tempirie toutes les fois que le 
2 * membre est tempers. 

Le theoreme de Fredholm (exemple 7) s’etend alors a toutes 
les equations aux derivees partielles e’liptiques. 

La transformation de Fourier a beaucoup d’autres appli- 
cations aux equations de convolution, nous n’avons donne ici 
que quelques exemples typiques. 


f 1 ) Voir Hormandf.r [ ( ], Lojasiewicz (i), Sc hwartz [16I, exposes 21 a 25 inclus 



CHAPITRE VIII 


Transformation de Laplace 


Sommaire. — Le paragraphe 1 introduit les definitions essentielles, l’ensem- 
ble convexe T et ses proprietes. Au paragraphe 2, T etant un convexe de 
l’espace E n , on etudie l’espace (£' x (r) des distributions sur X n , telles que 
exp ( — x . 5) T, soit dans (ty pour tout l; e F ; la proposition 4 en donne une pro- 
priety de convolution essentielle. Au paragraphe 3, on definit l’image de Laplace 
d’une distribution T (T); dans le cas le plus important, ou T est ouvert, 
la proposition 6 dit que cette image est une fonction holomorphe de la varia- 
ble complexe p, p — 5 ~j- tvj, e F, 4 majoration polynomial 4 l’infini. Le cas 
particulier de la dimension n = 1 est indique brievement 4 la remarque 5, 
page 308. La transformation de Laplace transforme la convolution en multi- 
plication. Le paragraphe 4 etudie le support d’une distribution, 4 partir des 
proprietes de croissance de son image de Laplace. Le corollaire final donne le 
cas de la dimension n = 1. 


La transformation de Laplace des fonctions d’une variable a ete 
abondamment etudiee (theorie et applications) par Dcetsch, 
Widder, etc. Pour plusieurs variables, les travaux sont plus 
recents : Bochner, Leray, Mackey, Garding, etc. Par ailleurs, il 
y a lieu de remarquer que c’est specialement dans la transformation 
de Laplace que les distributions ont ete utilisees par les electriciens 
avant d’etre mathematiquement justifiees (3, S', 8" ... comme les 
objets dont les images sont 1, p, p 2 , ...) Des travaux recents 
traitent de la transformation de Laplace des distributions ( 1 ). 

II nous a paru utile de donner in extenso le formalisme theorique 
de la transformation de Laplace des distributions. Le lecteur se 
convaincra aisement qu’il n’y a ici qu’une utilisation immediate 
de la technique courante des distributions. (*) 


(*) Garnir [5], e Silva [2], [3], [4], Schwartz [10] vol. 1, page 74 . Des tables 
d'images de Laplace sont donnees dans Lavoine [2]. Le present cbapitre est une 
simple reproduction de notre article dans Siminaire math. Univ. Lund, 1952 
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§ 1. Produits d’une distribution par des exponentielles 

Soient X n = R" un espace vectoriei reel a n dimensions, E" = R" 
son dual, 11" = E" - 1 - iE" l’espace vectoriei a n dimensions com- 
plexes canoniquement construit sur S" (ou espace des formes 
lineairgs a valeurs complexes sur X"). 

Pour x = (s l , x 2 , ... x n ) e X", p = (p l , p 2 , ... p n ) g n" ( p ' = V - 1 - itf, 
p = £ -f- IYJ, E, e E", 7)e E") nous poserons px = p l x l + ••• + p n x n , 
produit scalaire (a valeurs complexes). 

Soit maintenant TeD* une distribution sur X”. L’ensemble des 
pel 1" pour lesquels exp (— px) T ( l ) est une distribution temperee 
( e^x) est evidemment un « cylindre » T + iE" defini par T, ou 
T est un ensemble convenable de E"; car, quel que soit rj e E", 
exp (— ir\x) S est evidemment temperee des que S est temperee. 

(De plus i’application (r), S) — exp (— irjx) S de S" X (f' dans 
est continue). 


Proposition 1 L ’ ensemble T est convexe 

Soient en effet et \ 2 G T. Pour 0 < t < 1, posons \ = t^ x -f- 
(1 — t) C 2 ; la quantite exp ( — %x) = [exp ( — i^rc)]* [exp ( — £ 2 ;r)] 1- * 
est comprise entre les deux quantites exp (— Z 3l x), exp (— Z, 2 x) t 
done majoree par leur somme. Si nous posons 


(VIII, 1; 1) <x.{x-,fy = exp (— £s)/[ex p (— l x x) + exp (— l 2 x)} 


e’est une fonction continue bornee de x> et on voit qu’il en est 
de meme de toutes ses derivees partielles en x. Autrement dit 
ae& x = (a) L .)x. 

Nous avons alors 


(VIII, i; 2) exp (— E,x) T = a[exp(— ^«)T] -f a[exp(— Z, z x)T\ 

Comme le produit d’une distribution et d’une fonction e di 
est dans la proposition est demontree. 


(*) Nou 9 avons appel6 x la variable du coti objet, p = £ -f i 7) la variable du cote 
image. Contrairement au chapitre VII, nous avons appele !F la transformation de 

r+- r+“ 

Fourier definie par 1’integrale g (y) = ‘ f (a:) exp (— ixy) dx et non ] f (x) exp 

J — m * — «o 

exp ( — px) f{x)dx ; 

alors ^ est defini par f (x) =( ~-\ f g (y) exp (+ **y) dy; ceci dans le but de 

J —m 

simplifier les Ventures 
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Plus generalement, si ••• sont l points fixes de T, £ un 

point de leur enveloppe convexe, p = £ it), la fonction 

i-l 

(VIII, 1; 3) <x.(x, p) = exp (— px) j exp (— x)} 

est dans & x . En efTet elle est bornee; et chacune de ses derivees 
partielles en x , combinaison' finie (a coefficients bornes si rj reste 
borne) de produits de cette fonction par des fonctions analogues 
oi* p est remplace par £ 2 ••• (done toutes bornees par 1), est 
bornee sur X n pour r\ borne. 

Par ailleurs chacune de ses derivees partielles en x> £, vj, est 
fonction continue de ces 3 variables et majoree par un po’.yndme 
en x (pour r\ borne). Cela exprime que (£, rf) — a. est une fonction 
indefiniment differentiable de 7), a valeurs dans (0 M ) X . Si de 
plus l’enveloppe convexe des l points a un interieur non vide 
dans S n , p — ► a est une fonction holomorphe de p a valeurs dans 
(^m)i- 

Comme on a toujours 


i-l 

(VIII, 1; 4) exp (- px) T = {x,p) [exp(~ l } x) T], 

i-l 


on aura : 


Proposition 2 La distribution exp (— px)T e($' x est une fonction 

indefiniment differentiable de £, 7) (a valeurs dans ($ x ), tant que £ 

reste dans Venveloppe convexe d' un nombre fim de points £,• (j = 1, 

2 ... 1) de T\ elle est fonction holomorphe de p (a valeurs dans cf') 

o ' 

tant que £ reste dans V interieur T de T. 

Remarquons que, si par exemple T est constitue de la boule 
fermee |£j < 1 et si est un point de la sphere |£| = 1, cette pro- 
position n’affirme la continuity de exp (— £x) T x (dans ($' x ) lors* 
que \ tend vers que si l’angle de E, — £<, et de 1'hyperplan tan- 
gent a la sphere reste borne inferieurement par un nombre e > 0. 
On peut montrer par un contre-exemple que ce genre de restrictions 
est necessaire. Mais si on sait que exp (— £ar) T est bornee dans C$ x , 
lorsque x parcourt une partie A de T, elle est une fonction continue 
de,^G A a valeurs dans car elle est fonction continue de £ a 
valeurs dans 3) x , et sur une partie bornee de (done relativement 
compacte), les topologies de $ et de £>' sont identiques. Comme 
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ses deriv'ees partielles en £ (dans 2D*) sont ses produits par des 
polynomes en x, done dans ($ x et bornees dans (J ' x , e’est une 
fonction indefiniment differentiable de E, e A a valeurs dans ($' x . 


Proposition 3 Si £ varie dans un compact K de f 1 , il existe un 
nombre e > 0 tel que exp [ e y/ 1 + 'x' 2 — px] T x reste borne dans 
(Jj‘ x pour E, G K, tant que tj reste borne , et e'est une fonction holomorphe 
de p a valeurs dans Cj!' x . 

En effet, pour t assez petit, l’ensemble des £ 4- b, E, e K, j b ! < e 
reste dans l’enveloppe convexe d’un nombre fini de points 
(7 = 1,2, ... 1) de T. 

Soit alors 

(VIII, 1; 5) ■ p [x m , p) = exp (e y/ 1 + |«1*) a (. x ; p). 


On a 


IP (ar; p)| < exp (e) exp (ejxj) a (x; p) 


< exp (e) Max exp (— bx) a (x; p) < Max exp (e) a (x; p -j- b) 

IM<« |6I<* 

qui est majoree, d’apres l’hypothese, quand 7) reste born6. 

Chaque derivee partielle en x de (3 (x; p) reste bornee dans les 
memes conditions, car elle est combinaison lineaire finie de pro- 
duits de d^rivees de a, majorees comme a elle-meme, par des deri- 
vees de exp (e\/l -f- l*! 2 )> bornees comme cette fonction elle- 
meme. 

Done pour tout p, tel que £eK, S (x; p) est dans $ x , done dans 
(Om)*! et elle est fonction holomorphe de p a valeurs dans (0 M ) r 
On a alors 

(VIII, 1; 6) exp [e y/ \ 4- jx| a — px] T = ^jPft(x; p) [exp(— E, f x) T] 

i- 1 

dohe cette distribution est bornee dans ^' x pour rj born6, et fonc- 
tion holomorphe de p a valeurs dans Cfa. C.Q.F.D. 


u 

Corollaire Pour Set 1 , exp (— px) T est dans ( 0 ' e ) x , cest une 
fonction holomorphe de p a valeurs dans {0' e ) x . 


En effet, elle est le produit de exp [s y/ 1 -f- Jxj 2 — px] T, fonction 
holomorphe de p a valeurs dansdf*, par exp [— e y/ 1 Jxj a ] e 6f. 
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4 


On voit qu’on pourrait dans Fenonce de la prop. 3, remplacer 
par (O;). 


Remarque. On pourrait remplacer ($' x par d’autres espaces fai- 
sant intervenir des hypotheses plus restrictives de regularity locale ; 
alors la prop. 3 s’etendrait sans difficulty. 

Par exemple si T est une fonction / et si lorsque !; est dans un 

convexe T, exp ( — £r) / est dans L* (X B ), alors, lorsque £ est dans T, 
exp (— px ) / est le produit d’une fonction de L* par une fonction 

a decroissance rapide (exp ( — zy/\ -f- 'xj 2 ), e convenable). Si 

o 

pour £ e F, exp ( — £,x) / est dans (0 M ), alors, pour \ e r,exp ( — px) f 
est dans Naturellement a T e 3) x et a tout espace de distribu- 
tions tel que <$', L k , 0 M , etc. ... est associe un convexe T, qui varie 
avec cet espace ( 1 ). 


§ 2. L’e&PACE DE DISTRIBUTIONS (j' x (T) ASSOCIE A UN ENSEMBLE 
CONVEXE NON VIDE P DE S" 

Nous appellerons (T) Fensemble des distributions T e 2)' 
telles que exp ( — £ x ) T soit dans pour tout £ e T. L’espaee dj' 9 
usuel correspond a P = {0}. 

(J x (T) sera muni de la topologie suivante : 
des T,- e($ x (T) convergeront vers 0 si, pour tout \ e T, les 
exp( — £ x) T f convergent vers 0 dans C^ x (auquel cas les exp ( — px) T y 
convergent vers 0 dans ($ Z1 uniformement pour yj borne et lors- 
que £ parcourt Fenveloppe convexe d’un nombre Fini de points 
de T, d’apres la prop. 2) ; c’est la topologie la moins fine pour 
laquelle les applications lineaires T — *■ exp(— £x) T de cf*(P) 
dans (j' x soient continues. L’espace (j' z (T) est localement convexe, 
separe, complet. On introduira de meme l’espace (O^L (T) (ou 
d’autres espaces analogues si Fon a en vue des applications deter- 
minees). On a 

(0«)* (P) c cf; (r> c {o' c ) x (r) 

et les espaces (T), ( 0' e ) x (T) sont identiques (vectoriellement 
et topologiquement) si T est ouvert. 

Proposition 4 Pour Se 6^ (T), Te (O'), (T), le produit de 
convolution S * T est defini et appartient a, V application 

(‘} r ne peut pas Hre n’importe quel convexe. Voir Authier [1] 
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bilineaire (S, T) — *■ S * T de C^' x (T) x {O x ) x (T) dans ($ x (T) est 
hypocontinue. 

Nous definirons S * T par la formule 

(VIII, 2; 1) exp (— px) (S*T) = [exp (— px ) S] * [exp (— px) T] 

pour T, ou 

(VIII, 2; 2) S*T = exp {px) [(exp (— px) S) * (exp ( — px) T)]. 


Pour p choisi une fois pour toutes (£ = 51 peT), la formule (VI 11, 
2 ; 2) definit explicitement S * T; cette definition sera valable 
et la proposition 4 aussitot demontree si le resultat est indepen- 
dant de p. , 

Soit alors oq une suite de fonctions 6 telle que les 1 — <x y 
convergent vers 0 uniformement sur tout compact en restant bor- 
nees sur X n , chacune de leurs derivees ayant la meme propriete. 

Alors les S y = a y S, T y = a y T convergent vers S, T, respective- 
ment dans S*(T), (0[) X (T) (ce qui prouve que F,' x , et meme 2) x 
par regularisation, est dense dans ces espaces). On a, quel que 
soit p, la formule ( V 1 1 1, 2; 2'), identique a ( V 1 1 1, 2; 2), mais oil S 
et T sont remplacees par S y et T y . Mais les exp ( — px) S, = 
a* [exp (— px) S] convergent vers exp (— px) S dans (0[) z , si \ E I\ 
De meme les exp (— px) T y convergent vers exp (— px) T dans S'. 

Le 2 e membre de (VIII, 2; 2') converge dans 2) z vers le 2 e mem- 
bre de (VIII, 2; 2). Cela prouve que S y * T, a pour limite (dans £)') 
ce 2 e membre, et comme S y * T y est independant de p, le 2 e membre 
de (VI 11, 2; 2) est independant de p, pour ? e T, C. Q. F. D. 

Cette demonstration, qui montre de plus que le produit de convo- 
lution ainsi defini S * T, est limite dans D z des S y * T y , montre 
que, si S * T est defini pour une autre raison par un autre procede, 
le resultat trouve est le meme. 


Corollaire Si T est ouvert , (J x (T) est une algebre commutative 
pour le produit de convolution, et celui-ci est une application bili- 
neaire continue de ($ 9 {V) X 6^ (T) dans 6f z (T). 

Cela resulte de ce que (n = (o;>, (r), de ce que (O') est 
une algebre pour la convolution et de ce que celle-ci est une ope- 
ration, hypocontinue (*). 


( x ) Voir proposition 4. et Dieudonn£-Schwartz (1], page 96, theoreme 9 
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§ 3. Transformation de Laplace sur y x (r) 

Soit T an ensemble convexe non vide de E". Pout* £ fixe dans T 
cherchons la transformee de Fourier de exp ( — £ x ) T x , consideree 
comme distribution en x ; nous ecrirons cette transformee de 
Fourier comme une distribution en nj, appartenant a 6^,(yj€S"), 
dependant du parametre £ e T, soit 

(VIII, 3; 1) (E ©]„ = [?& (exp (- U) T«)]„ 

(qui est la fonction J* exp [ — (£ + iij) x] T x dx si cette integrale 

a un sens, c’est-a-dire si exp (— (£ iij) x) T x est dans (©L*)*)* 

Proposition 5 ^ (E (£))„ esf une application de V dans ($7), 

indefiniment differentiable lorsque £ parcourt V enveloppe convexe 
d' un nombre fini de points de I\ Si d est une derivation suivant un 
vecteur de E n appartenant a la variete lineaire V engendree par T, 
on a 

(VIII, 3; 2) (dt + idji E(5))„ = 0 

aux points £ qui sont interieurs a T dans V ( 2 ). - 

Reciproquement si £ — ► ( E (£)),, est une application de T dans cfi, 
ayant les proprietes precedentes, il ■ ciste une distribution T e($' x (T) 
et une seule , telle que {E (£))„ = [$ (*) (exp (— £x) T t )\. ( 

Soit en elTet (T (5)) z = (E (£))„]*. II est equivalent d’ecrire 
(VIII, 3; 2) ou 

V = n V" * 

(VIII, 3; 3) 2 0, 5X» (Tra)l + 2“ V * V ( T «»>== 0 

V- 1 V- 1 

pour tout vecteur a = (a 1 , a 2 , ... a n ) eV (avec £ = (£\ ... £ w ), 

x — (x 1 , x 2 , ... x")), lorsque £ parcourt I’interieur de T dans V. 
Ceci est encore equivalent a 

v = n 

(VIII, 3; 4) 2 a, aT* [e*P M(T (?)).] =0 

V = 1 

(le crochet etant considere comme fonction de £ a valeurs dans 

3>i). 

( 1 ) dp est la derivation rf appliquoea (E (£)),,, fonction de £ a valeurs dansCj',,; 
d „ est. pour 5; fixe, la derivation d appliquee a (E .(£)),,, distribution 
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Pour qu’il en soit ainsi, il faut etil suffit que exp (£a:) (T (£))* e 3D X 
soit independante de l quand l parcourt l’interieur de T dans V, 
done par continuity quand ^ parcourt T; done il faut et il suffit 
qu’il existe une distribution telle que 

(VIII, 3; 5) (T(Q). = exp (- lx) T x C. Q. F. D. 

Remarquons que, pour que T x converge vers 0 dans (j' x (T), 
il faut et il suffit que (E (£))„ converge vers 0 dans (f„ pour tout 
£eF, auquel cas la convergence est uniforme dans l’enveloppe 
convexe d’un nombre fini de points de I\ 

Definition Cette application l—- (E (£))„ de T dans (]' x s’appelle 
la transformee de Laplace de T e(j x (T), et se note (C T (£)),, ou 
simplcment CT. 

Proposition 6 Si T est ouvert y la transformee de Laplace de 
T est une application ihdtfiniment differentiable de T dans 

(0*),, et de plus 

(VIII, 3; 6) (E (!;))„ = = F(^i>,) = F(p), 

oil F est une fonction holomorphe de p dans T + i S n , quon appellera 
encore la transformee de Laplace de T. 

RSciproquement, toute fonction holomorphe F (p) sur T + i E n , 
telle que y pour tout compact K de T, F soit majoree sur K \ 'E n 
par un polyndme en vj, est transformee de Laplace d' une distribution 
T e$, (r) unique. 

1) La condition est necessaire 

On pourrait le deduire de la prop. 5, mais e’est evident directe- 
ment. Le fait que puisse etre remplace par (0 M )„ resulte du 
corollaire de la proposition 3; de meme, puisque exp (— px) T x 
est une fonction holomorphe de p a valeurs dans (0') x , F (p) qui ici 
est exactement l’int6grale 

(VIII, 3; 6) F (p) = f [exp (— px T x ] dx y 

J x« 

est une fonction holomorphe de p. 

2) La condition est suffisante 

Si, sur K -j- iE n , F est majoree par un polynome, la majoration 
classique par 1’ integrate de Cauchy montre que toute derivee par- 
tielle en i; ou yj de F est majoree aussi par un polynome (de degre 
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fixe) en > 3 ; alors £ — ► F (£ -f- itj) est une application indefmiment 
differentiable de V dans (0 M )„ done dans (j' v ; comme de plus F est 
holomorphe, elle verifie les conditions de Cauchy ( d% + idj 

F (5 + iij) = 0 

d = 'spl v = i ’ 2 ’ 4t + ^ ^ +i^s 

en vertu de la proposition 5. 


j, d’oii la conclusion 


d, derivation suivant un vecteur arbitraire; si 


Remarques diver ses 

1) Pour que des T, convergent versO dans (T), il suffit (et il 
faut s’il s’agit d’une suite, ou d’un filtre a base born£e ou denom- 
brable) que les F, (£ -f- iff) convergent vers 0 uniformement sur 
tout compact de F + iS n et que, pour tout compact K de T, elles 
restent majorees par un polynome fixe en >j sur K -f i S n . 


2) Tout polynome en tj est majorepar un polynome en p lorsque £ 

v— n 

reste borne (car il est majore par une puissance de A 4- (rj v ) 2 , 

v-n v-1 

done de B — (p v ) 2 ) done, pour tout compact K de T, F ( p ) 

v-l 

est sur K -f- £S“ le produit d’un polynome en p par une fonction 
G (p) holomorphe et bornee. 

3) Si (E (£))„ g ( 3)L*)t, (resp. (0')„) pour tout £e T, alors (E (£)) n 
e (D L ,)„ (resp. 6 ^) pour tout £ e t et e’est une application indefi- 
niment differentiable de T dans ( 2 >i^)„ (resp.^fj. 

En reprenant en effet les methodes utilisees dans la demonstra- 
tion de la proposition 3, on a 


(E (5)), = ^ I?* ex P (- * Vi +■ !*!*)] * P * (E &))„• 

i 

Or si (E «,)), e (at),, y ? 6 (o;)„ & exp (— e VI + H 2 ) £ done 
(E«)),e(at)v C.Q.F.D. 


4) Nous avons, en passant, montre ce qui suit : 

Soit U g. une distribution temperee ; pour que exp ( k \/l ~h \x { f) U m 
soit une distribution bornee des que k < R, il faut et U suffit que 
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V (y) = TU soit une fonction analytique de y, prolongeable en une 
fonction holomorphe de z = y iy' pour jy' | < R, majoree par un 
polyndme (en y ou en z) pour j y' ! < R — e. 

5) Dans le cas d’une dimension (n = 1), T est un intervalle (a, b) 
que nous supposerons ouvert. Alors si 

T e<$ ( a , b ), CT = F (p) = f exp (- px) T^dx 

est une fonction holomorphe de p = £ -f tig pour a < £ < b; 
pour o + e < ^< b — e, elle est le produit d’un polyndme en p 
par une fonction G (p) holomorphe et bornee; et reciproquement. 

Proposition 7 . Si T est un convexe non vide de S'*, 5e<^, (T), 
T e (0') a (r), alors Z (S * T) est le produit de C S et de ZT , pro- 
duit effectue pour tout £ e T enfre une distribution de et une /onc- 
tion de ( 0 M )„. . 

Consequence immediate de la proposition 4. 

Cordllaire Si T est ouvert, et si S et T sont dans (T), la fonction 
holomorphe C (S * T) de la variable complexe p e T -j- iS" est le 
produit des fonctions holomorphes ZS et ZT. Alors Valgebre d}' K (T) 
est sans diviseurs de 0 . 

§ 4. Etude du support d’une distribution a partir de sa 

TRANSFORMER DE LaPLACE 

Proposition 8 ( J ) Soit T m une distribution, T C S" Vensemble 
convexe attache d T (§ 1), suppose non vide, et I\ 

Pour que le support de T soit contenu dans le demi-espace £x > A, 
E", il faut et il suffit que, quel que soit B < A, la distribution 

(VIII, 4; 1) exp ( tB ) exp (— + t£) x) T a 

soit dans Cj' x pour tout t reel > 0 , et y reste bornee pour t > 0 . 

1) La condition est necessaire 

Nous supposons done le support de T contenu dans le demi- 
espace £x > A. Nous allons montrer que £ e F entraine alors 
t^T pour tout f > 0, et que (VIII, 4; 1) reste bornee dans 
(Jj' x et meme y converge vers 0 pour t — *• -f oo. Pour cela nous 
montrerons que, si 9 € 3) a a son support assez voisin de l’origine, 

(*) Ce resultat est dd a M. Lions. Avec son accord, je le publie ici a cause des 
relations 6troites qu'il a avec ce qui precede 
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la regularisee par 9 est dans ( 0 m) s et y tend vers 0 pour £ — ► -p oo. 

Nous pouvons supposer le support de tp contenu dans la bande 
| %x | <. e. Posons alors 

(VIII, 4; 2) <J > (0 ( x ) = exp (t£x — 2 et) cp(x). 

6 t est majoree par exp (— e£), chacune de ses derivees partielles 
en x est majoree par exp { — et) X polynome en t, done est majo- 
ree dans D* pour t > 0, et converge vers 0 dans t I> x pour t — ► 4- oo. 
Comme alors on peut affirmer que [exp ( — ^x) T x * qui 

a son support dans le demi-espace £x > A — e, est dans (0 M ) X pour 
t > 0, et converge vers 0 dans [0 M ) X pour t — ► -f- oo. Mais 

(VIII, 4; 3) exp (tB) [exp (- + tQ x) T,l* ? (x) = 

= [exp (— £ox) T x *<!»,] [exp (— t\x -f- tB -f 2e«)]; 

le 2 e crochet est majore par exp ( — et) et chacune de ses derivees 
en x par exp (— el) X polynome en t, sur le support du premier 
crochet, des que B < A — 4e; dans ces conditions le 2 e membre 
est dans (O u ) x et y tend vers 0 pour t — *■ -f oo, done aussi le l er mem- 
bre; et comme e est aussi petit qu’on veut, la proposition est 
demontree. 

2) La condition est suflisante 

Nous supposons maintenant que pour tout l > 0, 

et que (VIII, 4; 1) reste bornee dans 6 ^ pour t > 0. Soit une 
fonction de ©*, de support assez voisin de I’origine, par exemple 
contenu dans la bande |£x{<e. Posons cette fois 

(VIII, 4; 4) 9 (d (x) = exp (- t\x - 2 et) *(*). 

Comme precedemment 9 ( { > est bornee dans 2) x pour t > 0. D’apres 
Phypothese, la regularisee de (VIII, 4; 1} par 9 ( t > doit done etre 
bornee dans ( 0 M ) X . Mais 

(VIII, 4; 5) exp (tB) [exp (— (^ + tty x) T x l* 9 <„ (x) = 

= [exp (— Z^x) exp (— tZ,x + fB — 2 et). 

Le crochet du 2 e membre est une fonction continue independante 
de T ; I’exponentielle qui le multiplie tend vers - 1 - oo pour t —* ~b °°> 
si B > A — e, et £x < A — 4e; done le support du crochet du 
2 e membre est contenu dans le demi-espace £x > A — 4e; ceci 
etant vraie pour toute iJ/G®, de support assez voisin de I’origine, 
le support de exp (— ,x ) T x ou de T x est lui aussi dans le demi- 
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espace > A — 4e; comme e est arbitrairement petit, le support 
de T ost dans le demi-espace > A. 

Remarques 

o 

1) Si T, exp (— Zqx) T x e ( O')*, et dans l’enonce de la propo- 
sition on peut remplacer (j x par (O')*. 

2) La plus grande valeur de A possible telle que le support de T 
soit contenu dans le demi-espace £x> A, est la borne superieure 
des B reels tels que (VIII, 4; 1) soit borne dans (j' x pour t > 0. 
Cette borne est done independante du choix de T. Cette methode 
determine done tous les demi-espaces contenant le support de T, 
et par suite l’eriveloppe convexe fermee de ce support. 

Une transformation de Laplace donne immediatement : 
Corollaire Pour que le support de T edfc (T) soit contenu dans le 
demi-espace £x > A, il faut et il sufjit que la transformee de Laplace 
( E (£)„) de T soit telle que, pour tout B < A, et au moins un point 
( auquel cas c est vrai pour tout ^eT) : 

(VIII, 4; 6) exp (IB) (E ft, + *5)), 

soit bornee dans pour t > 0. 

Remarque 1 Si T est ouvert, et si (E (£))„ = F ft -f- irj), il faut 
et il suffit, pour que la condition precedente soit realisee, que, 
pour tout point ^eT, et tout B < A, 

(VIII, 4; 7) exp (<B) F ft, -f t^ -J- irfi 
soit majoree par un polynome en tj (ou p) pour t > 0. 

Remarque 2 On peut donner une condition necessaire plus forte 
(done a fortiori suffisante). Nous nous bornerons a le faire pour 
la dimension n — 1 : 

Pour que la fonction holomorphe F sur C soit V image de Laplace 
d une distribution T sur R a support dans la demi-droite x ^ A, il 
est necessaire et sufpsant que lF(p)e A ^\ soit majore, pour £ assez 
grand, par un polynome en tj. (ou en | p }). 

Soit en effet T e a support dans x > A, et ^ tel que : 


S x = e-^T x e‘Df J . 

Alors cette derniere distribution S est somme finie (p fc )‘*> 


k < m 


de derivees de mesures integrates a support dans x > A (On 
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commence par la decomposer en somme d’une distribution S x a 
support dans [A, A -f 1], et d’une distribution S 2 a support dans 
[A + 1, + °°[ et integrable (3° du theoreme XXXIV du chap, m); 
S x est somme finie de derivees de mesures a support dans ^A, A 4- 1] 
(2° du meme theoreme) ; S 2 est somme finie de derivees de mesures 
integrables (theoreme XV du chap, vi), qu’on peut evidemment 
supposer a support dans [A 4- oor, en multipliant au besoin par 
une fonction C® a support dans [A, 4~ °°[> egale a 1 sur un voisi- 
nage de [A 4- 1, 4- 00 [)• 

Alors l’image de Laplace de T est 


F (p) = 2 C ~ 1)1 1 dil ‘ {x) 

k< m 

= 2 ( p ~ dti k (x). 

i<m x>A. 

D’oii, pour £ ^ : 

|F( P )| < ! P - y- ^ J 4 ^ (*)• 

Km *>A 

Comme les J* d(x fc sont finis, on en deduit que F a bien la imajo- 


ration demandee, |F (p)[ < constante X e~ A5 jp — La r6ci- 

proque resulte evidemment de la remarque 1. 



CHAPITRE IX 


Courants sur one variete 


Somm At re. — Le paragraphe 1 (p. 313) rappelle ce que sont les varietes 
differentiables (avec bord), et les formes usuelles ou tordues sur ces varietes. 
On evite souvent d’avoir a utiliser les formes tordues; on ne peut le faire qu’en 
supposer la variety non seulement orientale, mais orientee, ce qui est assez 
genant; alors que les formes tordues sont d’un maniement tres aise. 

Le paragraphe 2 (p. 322) definit alors les courants, usuels ou tordus, sur 
une variete. De nombreux exemples sont donnes (p. 323), tires notamment 
de la physique (courant electrique). Dans le cas d’une variete orientee (p. 337), 
les deux notions de courants se confondent. Le paragraphe se termine par la 
definition des sections-distributions d’un espace fibre a fibres vectorielles de 
dimension finie (p. 339). 

Le paragraphe 3 (p. 341) etudie les operations sur les courants : multipli- 
cation exterieure (p. 341), multiplication interieure par un champ de 
vecteurs (p. 343), cobord ou differentielle exterieure (p. 343) avec divers 
exemples, derivation par une transformation infinitesimale (p. 351). Le para- 
graphe se termine par la cohomologie des courants (theoreme de de Rham 
generalise, theoreme I, p. 355). 

Le paragraphe 4 (p. 362) etudie l’image directe d’un courant par une appli- 
cation. Le theoreme II (p. 364) resume ses principales proprietes; des exemples 
sont donn6s ensuite (p. 366). Le theoreme II bis (p. 367) donne un isomor- 
phisme utile dans la pratique. 

Le paragraphe 5 (p. 373) etudie 1’image reciproque d’un courant, ou change- 
merit de variables dans un courant. Cette image reciproque est introduite 
progressivement, et ses proprietes sont resurnees dans le theoreme 111 (p. 377). 
Reste a voir quand-ce theoreme est applicable. On traite d’abord le cas d’un 
diffeomorphisme local (p. 378), avec des exemples (p. 378). On etudie ensuite, 
sur une variete fibree, la notion d’integrale partielle sur les fibres d’une forme 
differentielle ; ceci conduit au cas general d’un changement de variables par 
une application de rang n d’une variete ll m dans une variete Y n de dimension n 
(theoreme IV, p. 390). Des exemples sont donnes (p. 391). 

Le paragraphe 6 etudie la transformation de Fourier sous forme invariante : 
transformation de Fourier des courants pairs et impairs temperes sur un espace 
vectoriel de dimension finie. II a ete etudie anterieurement par Scarfi f.llo 1 1]. 
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§ 1. Formes paires et impaires sur une variete indefiniment 

DIFFERENTIABLE 

Formes ordinaires ou paires 

Nous supposerons connues les principales proprietes des varietes 
differentiables, et, pour eviter les longueurs et les complications, 
nous nous bornerons souvent a donner une esquisse des demons- 
trations ( 1 ). Variete voudra dire: variete indefiniment differentiable 
sur le corps reel R , separee, denombrable a Vinfini ; sauf mention 
expresse du contraire. 

Rappelons que, sur une variete ( eventuellement avec bord ( 2 )) 
a n dimensions, V = V n , on connait la notion de fonction m-fois 
continuement differentiable (ou de classe C**) ou indefiniment 
differentiable (ou de classe C®). On sait aussi ce qu’est une applica- 
tion indefiniment differentiable d’une variete dans une autre. 

En particulier, une application inversible s’appelle un diffeomor- 
phisme si elle est indefiniment differentiable ainsi que sa reciproque. 

(*) On pourra, pour l’etude des varietes, consulter par exemple de Rham [3?, 
Helgason [1) 

(*) Bien que la notion de variete indefiniment differentiable tkvec bord soil irnpli- 
citernent bien connue, elle ne figure pas toujours explicitement dans la litterature. 
Une carte d’un voisinage d’un point du bord represente ce voisinage sur un ouvert 
de l’espace topnlogique R* (sous-espace x, 0 de R"). La notion de fonction diffe- 
rentiable sur V n sa ramene alors h celle de fonction differentiable sur R*; or les deri- 
vees partielles peuvent se definir immcdialement pour une fonction dcfinie dans R“ 
(pour le calcul d'une dcrivee partielle en x x en un point de 1 'hyperplan x, = 0 , seules 
les valeurs de la fonction pour x x ^ 0 , domaine de definition de la fonction, doivent 
intervenir). On aura souvent besoin de savoir que toute fonction 9 , m fois continue- 
lnent differentiable sur R", est la restriction d’une fonction O, m fois continuement 
differentiable sur R n . On obtiendra un tel prolongement <t> de fa(on tout a fait elfe- 
mentaire, si m est fini, en posant, pour x x > 0 : 

m 

(x„ x t ... xj = 2 c v 9 (~ *s» - *.- 1 . *«)» 

v = 0 

les c v etaut choisis de inanicre a verifier le systeme d'equations de Vandermonde : 

m 

c’v ( — v)* = 1 , k = 0 , t, 2 , ... m; ainsi les derivees partielles d’ordre ^ m de 

v-o 

(D pour r, > 0 se raccordent bien avec celles de 9 , lorsque x x — ► 0. Si 9 a un 
support compact, il en est de meme de <I>. La chose est plus delicate pourm infini. 
On pourra utiliser, par exemple, le thcoreme de prolongement de Whitney [4] , 
thcoreme l, page f>5, ou de Seeley [1]. Withney donne un prolongement analytique 
pour x, -> 0 , ce qui nous est inutile; si 9 est a support compact, et si a est une 
function sur R", appartenant a ‘J3, egale 4 1 sur un voisinage du support de 9 , a <I> 
sera aussi un prolongement de 9 , niais a support compact 
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A?.or» une carte de V est la donnee d’un ouvert Q de V, le domaine • 
de la carte, et d’un diffeomorphisme H de cet ouvert sur un ouvert 
de R" ou de R* (sous espace x t ^ 0 de R n ). L’ensemble des cartes 
de V constitue Tat’as de V. Un atlas partiel de V est un ensemble 
de cartes, dont les domaines forment un recouvrement de V. 

On connait aussi, sur une variete V, les p-formes, ou formes diffe- 
rentielles de degre p, ou champs de p-covec teurs; la valeur d’une 
p-forme en un point de V est un p-covecteur en ce point; nous consi- 
dererons que, pour p < 0 ou p > n, il y a une p-forme unique, 0. 
On sait ce qu’est une p-forme m fois continuement differentiable 
(ou de classe C m ) ou localement sommable : on entend par la que 
la transportec de la p-forme par tout diffeomorphisme defini par 
une carte est une p-forme, sur un ouvert de R n ou de R*, dont les 
coefficients sont m fois continuement differentia bles ou localement 
sommablcs. Les formes considerees sont complexes. 

On appelle support d’une p-forme continue l’adherence de 
1’ ensemble des points oil le p-covecteur qu’elle definit est ^ 0. 

p V 

Nous appellerons 3) m (resp 3)) l’espace des p-formes m fois conti- 
nuement differentiables (resp. indefiniment differentiables) a 

p p 

support compact (nous 6crirons 3) m (V) (resp. 3) (V)) s’il est neces- 

V V 

saire de specifier la variete V); sur le sous-espace 3)j£ (resp. 3) K ) 
constitue par les formes qui ont leur support dans un compact K 
de V n , nous mettrons la topologie suivante : des cp, convergent 

P ' p 

vers 0 dans 3)f (resp. 3) K ), si leurs transportees par tout diffeomor- 
phisme defini par une carte sont des p-formes, sur un ouvert de R n 
ou de R2, qui convergent uniformement vers 0 sur tout compact 
de cet ouvert, ainsi que leurs derivees partielles d ordre ^ m 
(resp. ainsi que chacune de leurs derivees partielles). On mettra 

ensuite sur 3) m (resp. 1>) les topologies limites inductives habi- 
tuelles. Si (O,)^ est un recouvrement ouvert de V, il existe une parti- 
tion del’unite indefiniment differentiable subordonnee (Theoreme II 
du chap. i). La demonstration se fait de la meme maniere que sur R". 
Le theoreme de densite (Theoreme I du chap, i ( x )) est egalement 

(*) Le theoreme I a ete demontrfe seulement pour R", mais il est vrai aussi dans R^. 
Soit 9 e 2)"* (R*). On peut la prolonger en une fonction <I> e 2)"* (R n ). Le theoreme I, 
applique a O, donne une suite de fonctions <t», e 2> (R">, qui convergent vers *1> dans 
un 2)5 (FI*); leurs restrictions «pj a R“ sont des fonctions de 2) (RJi) qui convergent 
vers 9 dans un 2>HftB^ (R“) 
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P 

exact sur V n . On peut en effet, pour toute 9 e 2) m , 1’ecrire sous la 
forme 9 = ou ( a »)ai est une partition del’ unite subordonnee 


i 

a un atlas partiel, et on est alors ramene au theoreme de densite 
pour les a,9, qui se demontre simplement par transport a partir 
de R n ou R*, par les diffeomorphismes Hj" 1 . 

On appellera souvent forme une somme formelle de p-formes, 

» 


p variant de 0 a n : to = 



V V 

to ; <0 est la composante de degre p de <0. 


P=0 


Une forme est appelee homogene si toutes ses composantes, sauf 
une au plus, sont nulles; elle a alors un degre determine, sauf si 
c’est la forme 0, de degre indetermine. L’espace des formes est 
ainsi, par definition, la somme directe des espaces de p-formes. 
L’espace 2)”* ou 3) aura la topologie somme directe de topologies des 

v v 

‘D m ou 3). Les formes que nous venons d’etudier, ou formes ordi- 
naires, s’appellent aussi formes d’espece paire ou formes paires. 


Formes impaires ou tordues ( J ) 


Nous allons maintenant definir une autre espece de formes, les 
formes d’espece impaire ou formes impaires ou tordues. 

Soit V le reveternent oriente canonique de V. C’est l’ensemble 
des couples d’un point de V n et d’une orientation de l’espace 
tangent en ce point ( 2 ). C’est un revStement de V de degre 2. C’est 
done encore un espace fibre de base V, la fibre au-dessus d’un 
point de V etant canoniquement isomorphe a 1’ensemble a deux 
elements des orientations de 1’espace tangent en ce point. 

V est elle aussi une variete indefiniment differentiable, mais qui 
admet une orientation canonique. Si en effet, a est un point de V, 
c’est un couple (a, ()) d’un point a de V et d’une orientation 0 de 
1’ espace tangent en a a V ; la projection canonique de V sur V admet 
en a une application lineaire tangente qui est un isomorphisme; 
le transport de O par I’inverse de cet isomorphisme definit l’orien* 
tation en a de 1’espace tangent a V. 


I 1 ) Voir de Riiam [3], chap, h, § 5, p. 21 

(®) Rappelons que, si V° est reduite a un point (dimension 0), on appelle orienta- 
tion de V en ce point l’un des deux signes — 
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Nous appeUerons P la projection de V sur V, et a la sym6trie 
de V changeant entre eux les deux points situes au-dessus de chaque 
point de V. Une forme to de V admet une image reciproque P*to 
sur V. C’est une forme sur V, qui est cr-invariante; et reciproque- 
ment, toute forme sur V qui est a-invanante, est l’image reciproque 
d’une forme sur V. II y a done une correspondance bijective entre 
les formes paires sur V et les formes a-invariantes sur V. Nous 
appellerons alors forme impaire ou forme tordue, sur V, une forme 
sur V qui est o-anti-inoariante, e’est-a-dire transformee en son 
opposee par la symetrie a. Nous noterons par to une forme tordue 
sur V, par to la forme <r-anti-invariante de V qui la definit (*). Les 
notions de forme homogene et de degre, de support, de differentia- 
bilite, sont evidentes pour les formes impaires. 

Nous appellerons £> n l’espace des formes impaires m fois conti- 
nuement differentiables a support compact de V. On introduira 

V V 

de meme les espaces analogues ©, 2) n , I), et les topologies evidentes 
sur-ces espaces. Le theoreme de densite (theoreme I du chap. 1 ) est 
trivial. On pourra aussi appeler forme la somme formelle d’une 
forme paire et d’une forme impaire. Les denominations « forme ordi- 
naire, forme tordue », sont souvent preferables a celles de « forme 
paire, forme impaire », qui pourraient preter a confusion avec le 
degre pair ou impair des formes. 

Formes paires et impaires sur une variete orientee 

Si V est orientee, on definit une identification canonique entre 
formes paires et impaires. Le revetement V est alors en efTet la 
reunion d’une variete V + et d’une variete V_ disjointes, la projec- 
tion P etant un diffeomorphisme de V + sur V conservant les orien- 
tations, et un diffeomorphisme de V_ sur V inversant les orienta- 

f) On peut trouver etrange d’avoir deux notations difTerentes pour des objets 
identiques par definition. Ces deux notations indiquent en r^alite deux famous dille- 
rentes de consid6rer le m6me objet. Donnons un exemple : * le support deio " veut 
dire « le support de la forme tordue o> sur V », c’est un ensemble ferme dc V; « le 
support de o» » veut dire « le support de la forme ordinaire o> sur V », c’est un ensemble 
ferm6 de V ; le premier est la projection du second. Notons que o> n’est pas I'image 
reciproque P* code to par P, chose qui n'a aucun sens. 11 n'y a pas d'image reciproque 

d’une forme tordue par une application; en outre, to est une forme tordue, to une 
forme ordinaire. Mais il existe trivialement une application orientee (voir page 320) 
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tions. Nous appellerons P + et P_ la restriction de P a V+ et V_. 
Si alors <o est une forme paire, c’est-a-dire une forme ordinaire sur V, 
la forme egale a P*co sur V + et a -P*to sur V_ est manifestement 
o-anti-invariante, done definit une forme impaire co sur V. Inver- 
sement, si co est une forme impaire sur V, definie par une forme co 
o-anti-invariante de V, alors la forme transportee de <o par le 
diffeomorphisme P + est une forme paire co sur V, qui donne nais- 
sance a co par le procede precedent. La correspondance ci-dessus 
definie est un isomorphisme, pour toutes les structures considerees, 
entre les espaces de formes paires et les espaces de formes impaires 
du meme degre. Aussi pourra-t-on, sur une variete orientee, eviter, 
si on le desire, de considerer les deux categories de formes, en iden- 
tifiant toujours les formes paires et les formes impaires qui se 
correspondent. Sauf s’il y a une contre-indication speciale, e’est ce 
que nous ferons toujours et alors nous parlerons simplement de 
formes. Cela montre aussi qu’il est naturel, si V est une variete 
connexe orientable, de considerer qu’une forme impaire co est un 
couple de deux formes paires co', co', opposees l’une a l’autre, et 
respectivement associees aux deux orientations possibles V', V', 
de V, En efTet, on peut considerer le revetement V comme la reu- 
nion de deux varietes disjointes V' et V". de maniere qu’ici encore 
la projection P soit un diffeomorphisme de V' sur V' et de V" 
sur V", conservant les orientations. A la forme impaire co corres- 
pond done toujours une forme co o-anti-invariante sur V, done 
deux formes w' et co' sur V' et Les images de ces deux formes 
par la projection P sont done bien deux formes co', co', opposees 
sur V, et respectivement attachees aux deux orientations V', V' 
de V. Si V r est non seulement orientable mais orientee, et si, par 
exemple, V' est son orientation, alors la correspondance signalee 
plus haut entre formes impaires et formes paires, est celle qui a co 
associe co'. 

Si maintenant V est une variete non n.cessairement orientable, 
on pourra considerer n’irnporte quel recouvrement de V par des 

P de V sur V (dont I’application associee est P), alors P*oj est line forme tordue 
sur V ; comme V est orientee on peut associer a P*coune forme ordinaire (voir page 317) 
qui n’est autre que o 

Le souligna^e des formes lordues permet de les distinguer aussitot des formes ordi- 
naires; mais m*us n’en ferons pas un esclavage et l’omellrons souvent 
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ouverts orientables, et definir une forme impaire sur V par un sys- 
t&me coherent de formes impaires sur ces ouverts, chacune etant 
d6finie par !e procede precedent. D’ailleurs une p-forme tordue n’est 
pas autre chose qu’un champ de p-covecteurs tordus, un p-covecteur 
tordu en un point a eV etant un couple de 2 p-covecteurs en a , 
opposes, respectivement associes aux deux orientations de V en a. 


Produits exterieurs de formes 

On peut definir des produits exterieurs de formes. Le produit 
exterieur de deux formes paires ou de deux formes impaires est 
une forme paire. Le produit exterieur d’une forme paire et d’une 
forme impaire est une forme impaire. 

Le cas de deux formes paires est connu. 

Soient a, (3 une forme paire et une forme impaire. Alors P*a 
et p sont des formes paires sur V, respectivement c-invariante et 
cr-anti-invariante. Done P*aA(3 est cr-anti-invariante ; done elle 
definit une forme impaire y sur V, avec P*a A (3 = y. Par definition, 
a A [3 = y. Si maintenant a et p sont deux formes impaires sur V, 
on definit la forme paire y = a A (3 par P*y = a A (3. 

En ce qui concerne les produits interieurs, nous nous bornerons 
a indiquer qu’on peut definir le produit interieur, a gauche ou a 
droite, d’une forme paire (resp. impaire), par un champ de multi- 
vecteurs £, et qu’on obtient une forme de meme nature, e’est-a-dire 
paire (resp. impaire) ( J ). Si ^ est un champ de vecteurs, nous appelle- 
rons i (£) 1’operation sur les formes, paires ou impaires, definie 
par <o— *-<oL^ = i(^)<i); e’est une derivation d’algebre graduee, 
v v 

en ce sens que i (£) (a A (3) = i (£) a A (3 + ( — 1)* > a A i (^) [3, si 
a est de degre p. 


Forj’ies sur R n 

Si V = R w , on sait qu’on a la decomposition canonique d’une 
p-forme ordinaire : 


(IX, 1; 1) 


co 


= ^ dx i’ 


les coj sont des fonctions, dx t designe un produit exterieur 

dx ix A dxf ... A dx it , 


f 1 ) Voir Bousbaki [9], chap, nr, § 8, n° 4 
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si I ^st la partie { i t , i 2 , ... i 9 ) de { 1, 2, ..., n}, L x < i 2 < ... < i 9 ; 
I parcourt 1’ ensemble des parties a p-elements de I’ensemble 
{ 1, 2, ... n }. On aura une decomposition analogue pour une p-forme 
tordue <o sur R n , mais alors les seront des fonctions tordues. 
Comme R n possede une orientation canonique, une fonction tor- 
due / est la donnee d’un couple de deux fonctions ordinaires oppo- 
sees, /+, /_, la premiere attachee a 1’ orientation canonique de R n , 
et I’ autre a 1’ orientation opposee; la correspondance entre fonc- 
tions tordues et fonctions ordinaires, definie par l’orientation cano- 
nique de R n , est celle qui associe / et f+. 

Remarquons a ce sujet que les notations adoptees universelle- 
ment sur R sont ambigues. Le symbole dx peut designer la 1-forme 

r+® 

paire, differentielle exterieure de x; alors ' f (x) dx est l’integrale 

J — <o 

sur la droite munie de son orientation canonique, de la 1-forme 
paire / (x) dx. Mais il peut designer aussi la mesure de Lebesgue, 

1-forrne impaire; a’.ors f f (x) dx est l’integrale, sur la droite non 

J E 

orientee, de la 1-forme impaire / (x) dx. Ces 1-formes paire et impaire 
se correspondent par l’orientation canonique de R. De meme, 
sur R", dx peut designer la n-forme paire dx x A dx t ... A dx n , ou 
la n-forme impaire definie par la mesure de Lebesgue. On pourra 
aisement les distinguer, par l’ecriture dx pour la forme paire et dx 
pour la forme impaire. 

Nous aurons parfois besoin de division de formes. Soient a, 
[3, y, trois formes (paires ou impaires), et supposons que a = p A y- 
On peut etre tente d’ecrire y = P -1 A a. 

Cette ecriture est dcnuee de sens. Nous nous permettrons cepen- 
dant de l’employer dans les deux cas suivants : 

1) a et [3 sont de meme degre, done y de degre 0. Alors la donnee 
de a et (3 determine completement y si (3 ne s’annule pas, et la 
formule ci-dessus est commode. 

2) On se trouve sur R n , muni de son orientation canonique. 
Soient alors i lt i 2 , ... i 9 , j\, ; 2 , ... j Q , des entiers compris entre 1 et n. 
On conviendra que : 

(' dx ix A dx it ... A dxi ,)" 1 A {dx h A dx it ... A dx im A dx h A ... A dx u ) = 

= dxj i A dXj t ... A dxjq. 
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C’est ainsi que la forme ( — 1) * 1 dx 1 A dx t ... a dx A dx t+1 ... A dx m , - 
d’un emploi frequent, s’ecrira plus facilement : 

(dx*) -1 A (dx t A dx t ... A dx k A ... dx n ) = (dx*) -1 A dx. 

De la meme maniere il existera une notation a A (3 -1 designant y 
telle que a = y A Ainsi : 

dx A (dx*) -1 = (— l) n ~ k dx x A ... A dx*_, A dx* +1 ... A dx n . 

II existera des notations du meme type avec les formes impaires. 

Remarquons qu’on pourra aussi utiliser le produit interieur. 

Si 7 k est le hie me vecteur de la base de R n , ( dx *) -1 A dx pourra 
aussi se noter i ( e k ) dx. 

Image reciproque d'une forme 

Soit H une application C® d’une variete U dans une variete V. 

Si o> est une p forme sur V, de classe C m , on peut definir son image 
reciproque H*c*>, qui est une p-forme sur U, de classe C"*. L’ope- 
ration H* : to — - H* to est lineaire, conserve la multiplication 
exterieure des formes (H* (a A (J) = H* a A H’ p) et la diffe- 
rentiation exterieure (H* dto = d H* to); le support de H* to est 
contenu dans 1’ image reciproque par H du support de to. Ceci est 
valable pour les formes ordinaires; il ny a pas d' image reciproque 
des formes tordues. 

Mais soit H une « application orientee » C® de U dans V ( x ). On 
entend par la une application C® de U dans V, invariante par a : 

= cr^-H. Cela revient a dire que H est un morphisme d’espaces 
fibres de U, fibre sur U, dans V, fibre sur V. H definit done une 
application ordinaire H de U dans V ; H est meme exactement la 
donnee d’une telle application H, et, pour chaque x de U, d’une 
bijection de l’ensemble des 2 orientations de U en x sur l'ensemble 
des 2 orientations de V en H (x), bijection variant continuernent 
avec x. Si alors o> est une p-forme tordue sur V, on peut definir 

son image reciproque H*to, p-forme tordue sur U, qui est definie 
par la p-forme <r-anti -invariante H* o sur 0. A partir d’une appli- 
cation orientee H, on peut done definir a la fois une image recipro- 
que d’une forme tordue to, soit H* to, et une image reciproque 


f 1 ) Voir de Rham [3], chap, it, § 5, p. 21 
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d’une forme ordinaire o>, soit H* <*>- H* commute avec d, et on a 
les formules 


(IX, 1; 2) 


( H* («a W = H* a a H* 0 
j H* (aA P) = H* a A H* p. 


(Ces formules sont evidentes, en identifiant une forme ordinaire to 
sur UouVa son image reciproque P* &> sur 0 ou V, tr-invariante ; 
Id est compatible avec les projections P, HP 0 = P v ft, de sorte 
que H*Py o = PuH* co, et (IX, 1; 2) revient exactement a 
exprirner que H* conserve la multiplication des formes ordinaires, 
cr-invariantes ou cr-anti-invariantes ou quelconques, sur U et V). 


Cohomologie des formes C® 

9 

Soit 3 respace des p-formes C® fermees sur V, c’est-a-dire de 

V 

cobord nul; soit 3 l’espace des p-cobords C®, c’est-a-dire des 
cobords des (p — l)-formes C®. Le quotient 3 P /dS p est I’espace 
vectoriel de cohomologie de V, pour le degre p et les formes C®; 
sa dimension est le p-ieme nornbre de Betti de V. On sait (theoreme 
de de Rham ( 1 )) qu’il s’identifie a 1 ’espace vectoriel de cohomologie 
complexe de V. L’espace vectoriel de cohomologie tordue est 
3 P /d$ p , obtenu en remplagant formes par formes tordues; il est 
isomorphe a 1 ’espace vectoriel de cohomologie cofnplexe tordue. 
On obtient les cohomologies a support compact en imposant aiix 
formes considerecs d’etre a support compact. Les classes de coho- 
mologie se inultiplient comme les formes elles-memes ; par exemple 
1 ’espace vectoriel de cohomologie, somme directe des espaces 
vectoriels de p-cohomologie pour p = 0, 1, 2..., est une algebre 
sur C, tandis que 1’espace vectoriel de cohomologie tordue est un 
module sur cette algebre. Si H est une application C® d’une variete U 
dans une autre V, la commutation de H* avec d et le produit 
montre que H* est un homomorphisme de 1’ algebre de cohomo- 
logie de V dans celle de U. Si H est une application orientee, H* 
applique 1’espace vectoriel de cohomologie tordue de V dans celui 
de U. Si H est propre (c’est-a-dire si 1’image reciproque par H d’un 
compact dc V est un compact de U), H* applique l’espace vectoriel 
de cohomologie a su[>port compact de V dans celui de U, etc. 


( J ) Voir de Rham (3J, chap, iv, § 21, theoreme 16 
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§ 2. COURANTS PAIRS ET IMPAIRS SDH UNE VARIETE 


Courants ( J ) 

On appelle p-courant impair sur V* une forme lineaire continue 
sur IlL On appelle p-courant pair une forme lineaire continue sur 
3X Nous verrons plus loin (exemple 1 , page 323 ) la raison d’etre de 

V n—P 

ce choik. La valeur du courant impair T sur la forme 9 pourra 
se noter T (<p) ou < T, 9 > ou T.<p. On se gardera bien par contre 
d’intervertir T et 9 et de la noter < 9, T > ou 9.T. Au contraire, 
on conviendra que 

(IX, 2 ; 1 ) 

9. T = <9, T > = (— !)»»<*-*»» T. 9 = (- < T, 9 >. 


II en sera de meme pour un courant pair T et une forme impaire 9. 
On appelle courant impair une somme formelle de p-courants 
impairs, p variant de 0 a n. Cela revient a considerer l’espace des 
courants impairs comme somme directe des espaces de p-courants 
impairs, p variant de 0 a n. On fait de meme pour les courants 
pairs. Un courant est homogene si toutes ses composantes, sauf 
une au plus, sont nulles. On sera amene, pour une forme paire 


w n 

9 = 9, et pour un courant impair T = a poser : 

z>“0 p-o 


(IX, 2 ; 2 ) 


T (?) = ^ 1 

P-0 


ce qui revient a considerer, comme d’habitude, que le dual d’une 
somme directe est identique a la somme directe des duals. Ayant 
ainsi defini la valeur d’un courant impair sur une forme paire, nous 
voyons qu’un courant impair est homogene de degre p, autrement 
dit toutes ses composantes de degre 9^ p sont nulles, si et seule- 
ment si il est nul sur toute forme paire homogene de degre n — p. 


( x ) Les courants ont et6 introduits par de Rham, dans un cas particulier, bien avant 
les distributions; voir Introduction, page 6. On en trouvera une theorie generale 
dans de Rham [3] 
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On pourra aussi appeler courant la somme formelle d’un courant 
pair et d’un courant impair, et poser 

(XI, 2; 2 bis ) < T x -f T|, 9 i -H 9 * > = < T x , 92 > -t- < T^, <p t >. 

L’espace des courants impairs (resp. paris) de degre p se notera 

jD (resp. 2 )') ; 1 ’espace des courants impairs (resp. pairs) se notera 2 )' 
(resp. 2)'). De la meme maniere que pour les distributions, on peut 

p jf 

definir les courants d’ordre < m, etles espaces 2 )' w , 2 )' m , 2 )'”*, 2 >' m ; 
2 ) ,m et 2 )' m sont des sous-espaces de 2 )' et 2 )' respectivement. 
Ne pas confondre Vordre d’un courant , qui indique la nature de sa 
singularity locale, avec son degre. La restriction d’un courant de V 
a un ouvert de V, le principe de localisation (theoreme du recolle- 
ment des morceaux, theoreme 4 du chap. 1 ) et la notion de support 
d’un courant, se definissent sans ambigulte. On peut egalement 
definir T ( 9 ) toutes les fois que T est un courant impair (resp. pair) 
et 9 une forme paire (resp. impaire) indefiniment differentiable, 
dont les supports ont une intersection compacte (chap. ni > § 

Les topologies sur les espaces de courants n’introduisent pas de 
nouveaute particuliere. 


Exemple? 


Exemple 1. Courant defini par une forme 

Rappe’.ons d’abord que, sur une variete orientee V de dimen* 
sion n, on peut definir l’integrale \ o> d’une forme differentielle o> 

•f 

de degre n, localement sommable a support compact. On en deduit 
aisement que, si V est une variete non orientee de dimension n, 
on peut definir 1’integrale sur V d’une n-forme impaire w, loca’.e- 
ment sommable a support compact. Si en effet o> est la forme qu’elle 
definit sur le revetement oriente V, il suffira de poser : 

(IX, 2; 3) 


I. £0 = x 1 co. 
Jv~ 2 jy 


On met le facteur pour des raisons evidentes; si V est orientee, 
nous avons vu (p. 316) qu’a o> on peut associer une forme ordi- 
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naire to; nous voulons que l’integrale de to sur V soit egale a l’inte- 
grale de to sur V orientee. 

Si V est reduite a un point a (dimension 0), une 0-forme paire 
est un nombre complexe z; son integrate sur a, muni de Fomenta- 
tion rb, est ± z- Une 0-forme impaire est un systeme ± z de deux 
nombres complexes opposes, respectivement associes aux signes dr ; 
son integrale sur a, non oriente, est z. 

II sera souvent commode de parler d’integrale sur V d’une forme 
impaire non necessairement homogene. Ce sera par definition 
l’integrale de sa composante de degre n. Et 1’integrale sur V, non 
orientee, d’une forme paire, sera 0 par definition. Soit alors o> une 
p-forme paire a coefficients localement sommables. Si <p est une 

forme impaire appartenant a 3 ), le produit exterieur to A 9 est 
une n-forme impaire localement sommable a support compact. 
Elle a done une integrale, et on voit sans peine que 

(IX, 2; 4) to (<p) = f <0 A 9 

j v 

t* — v 

definit une forme lineaire continue sur 2), e’est-a-dire un p-courant 
pair. C’est ce fait, qu’une p-forme paire localement sommable 
definit un p-courant pair, qui nous a amenes a prendre la definition 
donnee au debut du paragraphe (cette definition generalisant celle 
de la distribution associee a une fonction localement sommable 
sur R n ). II est facile de voir que deux p-formes definissent le meme 
courant, si et seulement si elles sont presque partout egales (*). 
De la meme maniere, une p-forme impaire definit un p-courant 
impair : il suffira cette fois de prendre pour 9 une (n — p)-forme 

paire. Remarquons que, si <0.9 = (* o> A 9, la definition donnee 

“ J v _ 

a (II, 2; 1) montre que 9.6) = f 9 A <0. La formule ci-dessus est 

— J v — 

d’ailleurs va.lable sans specifier le degre; si to est une forme paire, 
le courant qu’elle definit est donne par (IX, 2; 4), pour 9 forme 
impaire sans specification de degre. On peut meme ne pas specifier 
la parite : une forme to (somme formelle d’une forme paire et d’une 

{*) « Presque partout n sur une variete indefiniment differentiable V veut dire : 
sauf sur un ensemble dont 1 ’image, par toute carte d’un ouvert de V sur un ouvert 
de R" ou RJL, soit de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue de R n . II suffit, pour 
oela, qu’il en soit ainsi pour toutes les cartes d'un atlas 
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forme impaire) localement sommable, definit un courant 9 — *■ J o> A 9, 

9 forme quelconque C® a support compact. 

En particuiier, une fonction localement sommable sur V definit 
un 0 -courant pair. 

Les formes C® a support compact sont denses dans l’espace 
des courants (meme si V a un bord); en effet, si 96 3 ) est ortho- 

gonale a 3 ), c’est-a-dire si J* <0 A 9 = 0 pour toute we 3 ), on voit 

sans peine que 9=0, done 3 ) est faiblement dense dans 3 )', et 
par suite fortement dense, parce que 3 ), espace de Montel, est 
reflexif. 

Exemple 2. L' integrals ; integrale d' un courant 

La forme lineaire qui, a toute 9^3), fait correspondre son inte- 
grale J* 9, est un 0-courant pair, qui n’est pas autre chose que le 

0-courant defini par la fonction egale a la constante 1 (exemple 1). 
Remarquons aussi que, si T est un courant quelconque a support 
compact, on peut encore definir T ( 1 ) (toujours nul, si T est impair 
homogene de degre ^ n, ou si T est pair). II seralogique del’appeler 

integrale de T et de le noter j* T, puisqu’il en est ainsi si T est 

une forme localement sommable a support compact (voir formule 

(IX, 2; 4)). 

Exemple 3 . Courants de Dirac 

Donnons-nous, en un point a de V, un /r-vecteur X, et posons : 

(IX, 2; 5) X (9) = < X, 9 (a) >,96®. 

Le symbole < X, 9 (a) > designe le produit scalaire, au point a, 
entre le /r-vecteur X et le /ir-co-vecteur 9 («)» valeur de la /r-forme 9 
au point a. 

Nous venons de definir ainsi un (n — /r)-courant impair, ayant pour 
support a> et qui est une sorte de generalisation de la mesure de 
Dirac attachee a un point. Pour retrouver la mesure de Dirac il 
faudrait prendre k = 0 , et pour X le 0 -vecteur egal au scalaire 1 ; 
la mesure de Dirac est un n-courant impair. 
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On pourrait remplacer le /c-vecteur par un /r-vecteur tordu en a$ 
il definirait un (n — /r)-courant pair de support a. 

Un cas de ce. genre montre bien les difficultes qu’il y aurait a 
souligner les objets « tordus », et ne pas souligner les objets « usuels » : 
un /c-vecteur tangent en a , usuel (resp. tordu), est un ( n — /f)-courant 
de support a, tordu (resp. usuel). Si l’on veut maintenir cette 
regie, il faudra souligner les courants tordus, et ne pas souligner 
les courants usuels, quels que soient les objets qui Ieur donnent 
naissance; et ne pas se forcer a observer trop rigoureusement cette 
regie. 

Les combinaisons lineaires finies de courants de Dirac sont denses 
dans 1’espace des courants; en effet, si cp e ID est orthogonal a tous 
les courants de Dirac, elle est nulle. 

Exemple 4. Mesures 

Une mesure de Radon fx sur V n est un n-courant impair d’ordre 
zero, e’est-a-dire appartenant a 3)'°. Alors (x (9) est l’integralc 
de 9 par rapport a (x. Nous remarquons ainsi qu’une fonction loea- 
lement sommable (exemple 1, pour p = 0) et une mesure ne sont 
pas du tout des courants du meme type; ils l’etaient sur R”, a 
cause de l’identifieation de la fonction / et de la mesure / (a;) dx, 
rendue possible par la donnee de la mesure de Lebesgue sur R”, dx. 
Sur une variete, e’est une n-forme impaire locabiment sommable 
qui est un cas particulier d’une mesure de Radon. 

Exemple 5. Chaines 

Soit r une chaine singuliere (differentiable) de dimension k. 
Une chafne T est par definition un couple (W; H) d’une variete 
une fois continuement differentiable W de dimension k orientee, 
et d’une application propre une fois continuement differentiable H 
de W dans V; le support de T est l’iniage H (W), fermee parce que 
H est propre. 

[On rappelle qu’une application H est dite propre si 1’irnage reei- 
proque d’un compact est compacte. Cela entrafne que l’image 
directe d’un ensemble ferme soit fermee (Iorsqu’il s’agit, cornme 
ici, d’espaces localement compacts). Au lieu de propre, on dit 
aussi « continue a I’infini ». Cela exprime en effet que 1’iinage par H 
d’une base de filtre de W, « convergeant vers l’inlini », soit une 
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base de filtre de V convergeant vers l’infini]. Une chaine telle que T 
definit un ( n — /r)-courant impair par la formule : 

(IX, 2; 6) r (<p) = f 9= f H*9, 9 6®(>). 

— .Jr J w 

Comme T est de dimension k, on voit qu’iZ est naturel , pour tout 
courant de degre p, de dire quit a la dimension n — p. Si T est un 
courant , de degre p ou de diynension n — p, on pourra aussi le noler 

V V 

T ou T ou T . Remarquons qu’un point definit une chaine de 

n—p «— * 

dimension 0 , a laquelle correspond le n-courant impair, mesure de 
Dirac associee a ce point. 

Les chaines que nous venons de voir la sont celles qu’on appelle 
chaines ordinaires ou paires, les plus utilisees en topologie alge- 
brique. Elies definissent malheureusement des courants impairs 
ou tordus! 

On appellera maintenant chaine impaire ou tordue T la donnee 
d’une variete W differentiable, et d’une application orientee de W 
dans V, de classe C 1 et propre. lei ce n’est plus W qui est orientee, 
c’est H. r definit alors un courant pair T par la formule 

(IX, 2; 6 bis) <r,< P >=f 9 =f ft* 9 (*). 

Jr" j w 

En partioulier le couple de V" et de F application identique de V 
est une chaine tordue de dimension n sur V; elle definit done un 
0 -courant pair, qui n’est autre que celui qui est defini par la fonc- 

tion 1, ou integrale cp — * f 9 (exemple 2). On pourra done le noter 

V : 9 — ► < V, 9 > . On peut generaliser ces exemples, et obtenir les 
courants introduits par de Rham en 1936 ( 8 ). Soit P une chaine 

r 

de dimension p, <o une q'-forme continue sur V; alors 9 — * * ^ o> A 9 
est un (n — p -f- ^)-courant T, qu’on notera, pour des raisons 

k 

l 1 ) Puisque II est propre, 11*9, image reciproque de 9 par H, est dans 3 ) (W). 
j* 11*9 cst ' c ' Fintegrale d’unc forme ordinaire sur une variete orientee 

* w 

( 2 ) C’est ici 1 ’integrale d’une /r-forme impaire sur une variete de dimension k non 
orientee 

( 3 ) de Rham [1J, [2] 
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indiquees plus loin (§ 3), T A to. II suffit natureUerrient que co 
soit donnee sur le support de T, et non necessairement partout 
sur V. 

Les chaines ne forment pas un espace vectoriel; c’est pourquoi 
on appellera encore chaines les combinaisons lineaires finies de 
chaines du type precedent. Elies forment alors un sous-espace 
vectoriel dense de l’espace des courants ; en effet, si <p e 3) est ortho- 
gonale a toutes les chaines, elle est nulle. 

Les courants de Dirac sont done des limites de chaines; mais 
on peut le voir de fagon particulierement simple. On se ramene 
a R n , et au (n — /r)-courant de Dirac X defini par le /r-vecteur e j A e 2 
A ... A e k en O, produit des k premiers vecteurs de base de R n . 
Si alors B. est, dans le sous-espace engendre par ces k vecteurs, 
la boule de centre 0 et de volume e, son injection dans R n definit 
une chaine, et on a visiblement, pour 9 e 2 ) : 

1 

lim < - B e , <p > = coefficient de dx l A dx 2 A ... Adx k 
•♦o £ 

dans <p{0) = < e l Ae 1 A... he k , <p(0) > = < X, 9 >. 

Exemple 6. Le doublet 

Tous les courants precedents sont d’ordre 0, e’est-a-dire appar- 
tiennent a 3D'°. II n’en est pas de meme du suivant. 

Le doublet de moment JR. au point a de V est le n-courant impair 
d’ordre 1 defini par : 

n 0 * 

(IX, 2; 7) T . 9 = derivee de 9 suivant JR = < JR, d 9 (a) >. 

Naturellement il ne faut pas le confondre aver le (n — l)-courant 
impair d’ordre 0 defini par (IX, 2; 5) pour k — 0 : 

(IX, 2; 8 ) S . = < JR . ^ (a) >. 

Nous verrons plus tard que le premier de ces courants n’est autre 
que la difTerentielle exterieure du deuxieme, au signe (— l) n pres 
(voir p. 337). 

Exemple 7. C our ant electr'ique 

On definit d’habitude, dans R n , un courant electrique reparti 
dans l’espace par un champ de vecteurs intensite J (dependant du 
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temps). Si 2 est une hypersurface fermee de classe C 1 (eventuelle- 
ment avec bord) munie d’un sens de passage (ou orientation trans- 
versale) variant continuement, le flux electrique traversant 2 dans 
le sens donne est alors donne par 

(IX, 2; 9) <K(S) = J 


ou J v est la projection de J sur la normale v a 2, orientee dans le 
sens de passage donne, et dS l'element d’aire de 2; on suppose 
par exemple J continu, l’integrale precedente a done un sens si 2 
est compacte. 

Tout ceci conserve un sens si on remplace R n par un espace de 
Riemann, c’est*a-dire une variete V n munie d’un ds 2 riemannien; 
mais (IX, 2; 9) ne veut plus rien dire sur une variete V quelconque. 

On doit alors definir l’intensite du courant comme etant une 
• • * — 1 

(n — l)-forme impaire to continue (dependant du temps). Alors une 
hypersurface 2 fermee, munie d’un sens de passage, defiriit une 
chaine tordue de dimension n — 1 de V, car son injection dans V 
est une application orientee (voir p. 320) : en tout point a de 2, le 
sens de passage de 2 definit une correspondence bijective entre 
les orientations en a de 2 et de V, en convenant, comme toujours, 

que le sens de passage de 2, suivi d’une orientation de 2, donne 

* — * 

l’orientation correspondante de V. Alors on peut integrer.to sur 

r 1 

2, si par exemple to est continue et 2 compacte; l’integrale | to 

J E — 

est aussi l’integrale sur 2 de l’image reciproque de co par l’injection 
orientee de 2 dans V ; ou de la (n — l)-forme impaire induite par to 

sur 2 grace au sens de passage de 2; e’est aussi la valeur < 2, to >■ 
du 1-courant pair 2 (defini par la chaine tordue 2 de dimension 
n — 1, voir exemple 5), sur la forme <o, valeur qui a un sens si 2 
est compacte et o> continue. 

On peut poser 


(IX, 2; 10) 



Si Y est un espace de Riemann, les donnees de to ou de J sont 
equivalentes. En efTet, il existe une mesure des volumes sur V, 
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c’est-a-dire une re-forme impaire r definie par la structure rieman- 
nienne; si au champ J on associe la (re — l)-forme impaire 

(IX, 2 ; 10 bis) &) = i (J) t, 

la correspondance J — ► i (J) t entre champs de vecteurs et (re — 1)- 
formes impaires est bijective. 

Si V = R n , muni de sa base, de son orientation et de sa structure 
euclidienne canoniques, et si J a pour composantes Jj, J 2 , J B , 
cela revient a associer a J la forme 


n 

(IX, 2; 11) w = J fc (dir*) -1 Adx. 


On verifie bien qu’on a pour toute hypersurface £ : 


(IX, 2; 12) 


f J v dS = f £(5)t. 
J S J E 


On considere en general qu’a cote du courant il y a une distri- 
bution de charges, definie dans R" ou sur un espace de Riemann 
par une densite continue p (dependant du temps), ou, sur une 

n 

variete quelconque V" par une re-forme impaire © (dependant du 
temps); sur un espace de Riemann, px = ©, et, sur R", pdx = ©. 
Les formes co et © ne sont pas independantes; entre elles existe 
une relation dependant de la quantite de charges creee a chaque 
instant. S’il n’y a pas de creation de charges, alors, pour tout 
volume O de V, liniite par une hypersurface £ de classe C 1 , l’aug- 

d c 

mentation de la charge de Q par unite de temps, c’est-a-dire -r j ©, 

dtj n— 

est egale au flux de courant entrant dans O par £, soit — f co 

J 

(le sens de passage de £ etant celui de bord de Q). L’equation 

(IX, 2; 13) 4. f o = -f u=-f do, 

dt J ci ~ J s j n ~ 

pour tout Q, est equivalente a l’equation de continuity ou de conser- 
vation des charges 


(IX, 2; 13 bis) 


d “ + l=°- 
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Dans un espace de Riemann , da — d (i (J) r)- = 0(J)t( 1 ) = {div X)t, 
et (IX, 2; 13 bis) s’ecrit : 

(IX, 2; 13 Ur) divJ+^ = 0. 

ot 

Ce quc nous venons de dire n’est pas lie a la nature electrique 
du « fluide »; c’est valable aussi en hydrodynamique. II y a bien 
entendu d’autres relations qui interviennent dans les diflerents cas 
(equations de Maxwell par exemple). 

On dit que le courant admet un champ de vitesses c (champ de 
vecteurs sur V", dependant du temps), si 

(IX, 2; 13 quarto) a = i(c) ©, 

ou, sur un espace de Riemann, 

(IX, 2; 13 quintn) J = pc. 

Dans ce cas, ('equation de conservation des charges s’ecrit : 

(IX, 2; 13 sexto) 6(c) © 4* = 0 

— ► 

(car 0(c) & — d i (c) © = da)-, sur un espace de Riemann : 

(IX, 2; 13 septimo) div (pc) 4* — 0; 

c’est une relation entre © (ou p) et c, L’existence d’un champ de 
vitesses est une condition assez restrictive, nous verrons des exem- 
pt's simples oil il n’y en a pas. Si la forme © ne s’annule en aucun 
point,, il existe toujours un champ de vecteurs unique c tel que 
co ^ i (c) © ; ce champ est C m si © et a sont C m . Mais il n’y a aucune 
raison de supposer que © ne s’annule en aucun point; un zero isole 

de © sera generalement une singnlarite de c. 

On pourra alors, plus generalement, considerer qu’un courant elec- 

»— i 

triquc sur une variete V n est un (n — l)-courant impair O quel- 

• . . n 
conque; il pourra lui etre associc une distribution de charges II, 

(*) 0 {J) est la transformation infinitcsimale definie par J;0 (J) = di (J) -f- i (J) d 
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n-courant impair (tous deux dependant du temps). L’equation de 

conservation des charges sera dQ + — 0 (nous definirons plus 

loin le.cobord d’un courant, voir (IX, 3; 10)). II y aura un champ 
de vitesses, V, si Q — i (v) JT (multiplication interieure d’un courant 
par un champ de vecteurs, voir (IX, 3; 6)), formule qui n’a un 
sens que si le champ v est C®, condition tres restrictive qui ne sera 
generalement pas realisee; et alors l’equation de conservation des 

- an 

charges sera 0 (^) H + = 0 (action d’une transformation infini- 

tesimale sur un courant, formule (IX, 3; 29)). On aura des formules 
correspondantes sur R”, avec un champ de vecteurs-distribution J 

n 

»-i 'ST' 

et une distribution P:Il = PdxetO= > J fc ( dx k ) 1 A dx (voir 


t-i 


expression des courants sur R rt , formule (IX, 3; 2)). Ceci se tra- 
duira pour 




k-1 


(IX, 2; 13 octavo) 


\ * v 
9 = / <p k dx k — D, et pour 4/ 6 2), par : 

( 1 »— 1 XT - ' 

J 9 • 9 = ^ 


* = 1 

„ 0 0 »— 1 
\ 4 (<M = ^dx k . a 


Voici quelques exemples de courants electriques : 


Example 7 a. Courant lineaire 

Considerons une « ligne » representee par exemple par une sous- 
variete T continuement differentiable fermee a une dimension, 
et soit / une fonction reelle tordue localement sommable, sur la 
variete F. Elle associe done a chaque point de T un systeme de deux 
nombres reels opposes, respectivement assoeies aux deux sens de 
parcours possibles de T au voisinage de ce point. On pent parler 
d’un courant electrique traversant la ligne T avec I’intensite /; 
cela donnera deux mtensites de signes contraires, suivant qu'on 
oriente T dans un sens ou dans Fautre; si par exemple, 'L est une 
surface munie d’un sens de passage, et coupant transversalement V 
en un point a, le flux de courant <1> (S) a travers £ sera par defini- 
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tion, la vale ur de- / au point a, pour ^’orientation de T associee au 
sens de passage de S. Montrons d’abord qu’on peut considerer loca- 
lement le courant precedent eomme limite d’un courant defini, 
comme les precedents, par un champ de vecteurs-intensite, de la 
fagon suivante. Plagons-nous dans un ouvert assez petit, pour qu’il 
soit representable, par une carte, sur un ouvert de R", T venant 
sur l’axe des x v Considerons un tube cylindrique entourant cet 
axe, et le champ nul en dehors de ce tube, et, a Finterieur du 
tube, parallele a Ox, et de mesure algebrique, dans l’hyper-plan 
x, = e„ e -1 /+ (c,) (valeur de / au point c, de T, pour l’orientation 
Ox , de F). Nous supposons que la base du tube a une aire ( n — 1)- 
dimensionnelle z. Si alors E coupe transversalement T au point a 
(x, = a, sur Ox,), le flux de ce courant est : 

(IX, 2, 14) 4>,(2) = «-» f /.(*,) dx, dx„ 

J £ 

si le sens de passage de S est Ox,, et son orientation deduite de la 
a partir de Fomentation de R n . Quand on fait tendre l’epaisseur du 
tube vers 0 , e — ► 0 , O c (£) tend vers j + (a,) = <t> ( 2 ). 11 est done 
legitime de dire que le courant electrique defini par la donnee 
de T et de / dans la carte consideree, est limite (*) de celui qui est 

• . n_1 

defini par le champ /,. Or j e est assoeie a la (n — l)-forme impaire 
egale a 0 en dehors du tube et a e -1 / + (x t ) (dx ,) -1 A dx dans le tube. 
Comme (n — l)-courant impair, cette forme impaire verifie 

(IX, 2; 15) 9 . o) = (S 9 fc dx k ) . o> = 

= e ~ 1 /+ (x,) 9 j (x„ x 2 , x n )dx> 

J tube 

qui, pour z — *• 0 , tend vers I / 9 . 

Jr' 

Nous sommes done amenes a definir correctement le ( n — 1)- 
courant impair assoeie a T et a la function tordue / sur T, par la 
formule : 

(IX, 2; 16) 9 . a = f / 9 . 

j r “ 

Le second mernbre a bien un sens, si / est localement sommable 


(*) II s’agit bien de limite dans I'espace des courants 



334 


sur la ligne T (/ <p est une 1-forme tordue sur P, son integrate a un 
sens), et definit bien un ( n — l)-courant impair. (Le premier mem- 
bre vaut aussi : ( — l) n_1 Q.<p). Ce courant a ete appele ( — l) n ~ 1 T A j 
a l’exemple 5 page 328. 

Dans R n (T etant ici quelconque, et non plus dirigee suivant O#! 
comme dans la carte precedente) on peut dire aussi qu’il lui est 
associe la distribution-champ de vecteurs J, dont les composantes 
sont les distributions J k : 

(IX, 2; 17) J*(?) = f / ? ctefc, ? S 0). 

Jr 

Exemple 7 b. Courant d' une particule ponctuelle animee d' une vitesse 

Considerons le courant electrique defini, a un instant donne, 

par une masse ponctuelle e au point a, animee d’une vitesse v, 
vecteur tangent en a a V". En le considerant ici encore sur une 
carte, comme limite, pour e — 0, d’un champ de vecteurs-intensite, 
ayant pour valeur e _1 e^ dans un volume e entourant le point a, 
et 0 en dehors, on voit que ce courant electrique peut etre deftni 

n — 1 

par le (n — l)-courant impair Q tel que 

(IX, 2; 18) <p. D = e < e, cp (a) >, 

qui n’est autre, au signe ( — l) n_1 pres, que celui qui a ete .donne a 
l’exemple 3 page 325 (pour k — 1), avec X — ev. Dans R n , il est 

defini par un champ de vecteurs-distributions J, dont les compo- 
santes sont les ev ou les v k sont les composantes de la vitesse. 
Nous avons bien signale, a 1’exemple 6 precedent, qu’il ne fallait 
pas confondre les deux courants de finis par les formules (IX, 2 ; 5) 
et (IX, 2; 7). Le deuxieme est une charge electrique, le doublet, 
n-courant impair; le premier est une intensite de courant electrique, 
definie par une charge en mouvement, (n — l)-courant impair. 

Nous avons considere ici aeV, e, v comme fixes. Mais on peut 
imaginer un point a se deplagant sur V en function du temps, 
v etant a chaque instant sa vitesse. Si alors on appelle II la charge, 
n-courant impair, qui, a chaque instant, est definie par e$ (0) , on 
voit que n et D sont associes comme il est dit page 331. II y a ici 
un champ des vitcsses, n’importe quel champ C® de vecteurs egal, 
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au point a , a la vitesse o de a. En fonction des definitions qui seront 
donnees plus tard, nous laissons au lecteur le soin de verifier que 

dQ + = 0, et Q — i {v) IT est le doublet en a de moment 

Si l’on prend un courant forme de la somme d’une forme C®, 

to, ayant un champ de vitesses C®, w y et du courant vu a l’instant, 
correspondant a une vitesse vena difle rente de w (a), on aura un 
courant auquel n’est attache aucun champ de vitesses continu. 

Nous laissons aussi au lecteur le soin de montrer comment 
Fexemple 7 b est un cas limite de 7 a, quand la longueur de F tend 
vers 0, cependant que la fonction j tend vers l’infini, de fagon 
convenable (dans R n , on pourra prendre pour F le segment 


(a, a + avec j = - dans le sens de v). 


Exemple 7 c. Courant defini par une particule immobile 
ayant un spin 

Considerons une charge electrique ponctuelle e, placee a l’origine 
de R 3 , et munie d’un spin de valeur S, suivantl’axe Oz. Nous enten- 
dons par la que cette charge est la « limite », lorsque r — *■ 0, d’une 
charge e, de masse d’inertie m, placee dans le plan z = 0, sur le 
cercle de centre 0 et de rayon r, et tournant avec la vitesse lineaire 

S 

v = — > de fagon que son moment cinetique en O soit dirige sui- 

vant Oz et de mesure algebrique S. Si nous imaginons r fixe, et une 
vitesse grande, ce qui est le cas si r est petit, nous pouvons « rem- 
placer » le courant, constitue a chaque instant par la seule charge e, 
par un « courant moyen » traversant le cercle T f dans le sens direct, 
avec une intensite moyenne j r egale au produit de e par le nombre 
de tours par seconde, done 

. ev e S 

2nr 2 7i mr 2 

Cette substitution faite, le courant mathematique correspondant 

2 

a celui qui est defini par le cercle F f et l’intensite j r est Oj. defini 
par la formule (IX, 2; 16) : 

(IX, 2; 19) (a dx + fidy + ydz) . Q r = f ^ (ctdx + $dy). 

* ~ j r, mr 
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On a les developpements de Taylor : 

(IX, 2; 20) a (. x , y) = «o.o + <* 1 . 0 * + * 0 . 1 ^ + O (r 2 ) 
P (x, y) - P 0 .o + Pi** + P 0 . 1 */ + O (r 2 ) 


au voisinage de 1’origine; comme 


f 



f ydy = 0, 
J r. 


(IX, 2; 21) 



— Tir 


2 


on a done : 

(IX, 2; 22) («<£* + fidy + rdz)M r ~ (- + 3,, 0 ) ~ + 0 (r). 


Si l’on fait tendre r vers 0, on voit qu’on est amene a faire corres 
pondre a la particule a spin le 2-eourant impair defini par 


(IX, 2; 23) 


(adx + fidy -f ydz) . £2 = (P 10 




Si Ton cherche le champ de vecteurs-distribution J associe, on 
voit que les trois composantes sont les trois distributions suivantes 
de R 3 : 

(IX, 2; 24) J, (9)-- s* (0,0,0) ||, 

J , (?) = (0,0,0) J, = 0. 


Autrement dit, J* (resp. J„) est, dans R 3 , le doublet place a 
l’origine, de moment — 1 (resp. - 1 - 1), dirige suivant ()// (resp. Ox). 
Le courant trouve est d’ailleurs bien evidemmenl invariant par 
n’importc quelle rotation autour de Oz. On peut considerer que 
e’est tin champ de vccteurs-distributions, dont. la composante 
orthogonale sur Oz est nulle, et dont la composante orthogonale 
sur n’importe quelle direction du plan z — 0 est une distribu- 
tion R 3 , representee par un doublet a Lorigine, dont le moment 
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a la valeur — 


eS_ 

2m 


et est dirige dans la direction perpendiculaire 


directe. 

Un exemple comme celui-la montre toute la complexity et la 
richesse qu’apportent ici les distributions et les courants. Si l’on 
cherche la charge II qu’on peut associer a O comme dit page 330, 
on est amene inevitablement a prendre IT = eS. Cette charge est 
« immobile », puisqu’elle ne fait que « tourner sur elle-meme »; 

IT ne depend pas du temps, = 0, et on verra aisement que 

dO. = 0. II n’y a pas de champ C® des vitesses v tel que 

o = i £) n. 


Ce sont ces difTercnts exemples qui ont amene de Rham, quand 
il a introduit certains courants (voir p. 327) anterieurement aux 
distributions, a leur donner precisemcnt le nom de courants. 


Courants ^ 0 

La definition de deux courants complexes conjugues est triviale. 

0 

Un n-couranl impair T est dit ^ 0, si T ( 9 ) ^ 0 pour cp ^ 0, 96 3). 
On pent definir la notion de n-Torme impaire ^ 0 : une n-forme 
impaire est dite ^ 0, si la n-forme ordinaire qui la definit rur V 
est ^ 0 par rapport a l’oricntation de V. Alors une n-forme im- 
paire localernent sommable est ^ 0 , si et seulement si le courant 
qu’elle definit est ^ 0 au sens ci-dcssus. Nous dirons ensuit e qu un 

0 -courant pair T est ^ 0, si T ( 9 ) ^ 0 pour toute 9 ^ 0 , 98 ©. 
Par exemple une fonction localernent sommable ^ 0 est un 0-cou- 
rant pair ^ 0. Une mesure > 0 est un n-courant impair > 0. 
On demon t re (theoreme V du chap. 1) quun courant positif est 
d'ordre zero. 

Courants pairs et impairs sur une variete orientee 

Si V est orientee, il cxist.e un isomorphisme canonique entre les 
espaees de courants pairs ct de courants impairs, transpose de l’iso- 
rnorphisme corrcspondant entre les formes, et induisant sur les 
espaees de formes ce merne isomorphisme. On voit aussi, de la meme 
rnrtiiiere, que, si V est connexe et orientable, on pourra definir un 
courant pair sur V comme un couple de deux courants impairs 
opposes, rcspcetivcmcnt associes aux deux orientations de V. 
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(Nous avons defini une forme impaire comme un couple de deux 
formes paires opposees. Nous n’avons pas, a ce moment-la, songe a 
definir une forme paire comme un couple de deux formes impaires 
opposees associees . aux deux orientations de V ; cela tient a ce que 
c’est la notion de forme paire qui etait la notion la plus simple. 
Mais naturellement, il aurait ete possible de le faire. De la meme 
manifcre, nous definissons ici un courant pair comme couple de deux 
courants impairs opposes, associes aux deux orientations de V, 
car c’est ici la notion de courant impair qui apparait comme la plus 
simple. Mais il est evidemment parfaitement possible de faire le 
contraire) (*). 

Courants et distributions 

Soit a une /*-forme tordue indefiniment differentiable, et par- 

tout > 0 (autrement dit ^ 0, et ^ 0 en tout point de V). Alors 

o * 

qp — ► acp est un isomorphisme de 2) sur 3). On peut done aussi par 
transposition definir un isomorphisme, que nous noterons T — ► Ta, 

0 » 

de 3)' dans 3)' : Ta (<p) = T (019) ( 2 ). Ainsi 1‘existence d’une forme 
telle que a permet des identifications. En parti culier, une fonc- 
tion / localement sommable, 0-courant pair, peut s’identifier a la 
mesure a/, n-courant impair. 

Si V est orientee et si a est une n-forme impaire comme ci-dessus, 

(M On peut aussi representer autrement les courants pairs sur une variety V, en 
•e ramenant & la notion plus simple de courant impair. L’application 9 9 de 1) (V) 

dans D (V) a pour transposee une application de 3>' (V) dans (V); on voit sans 
peine que sa restriction au sous-espace de “D ' (V) forme des courants impairs o-anti- 
in variants est un isomorphisme de cet espace sur 3)' (V). On peut done representer 
un courant pair T sur V par un courant impair T sur V, o-anti-invariant (de la m#me 
mani&re qu’une forme impaire o> sur V etait une forme paire sur V, o-anti-inva- 

riante). Nous introduirons un facteur^t et choisirons la correspondance de maniere 

que, pour Te 2)' (V), £6 © (V), on ait T (j>) = - T ( 9 ). Si en parliculier T est defini 

par une forme to localement sommable sur V, on a aussi : f o A <P = ^ (P*o») A 9 

J v — 2 J v 

(d apres IX, 2; 3). Done T est le courant impair defini par la forme impaire associee 
par l’orientation de V & la forme paire P*o> 

{*) Cette notation Ta sera justifiee au § 3 (multiplication d’un courant par une 
forme C®) 
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on a une identification canonique entre formes paires et impaires 
du meme degre, entre courants pairs et impairs du meme degre, 
et d’autre part on peut identifier les degres 0 et n. Dans ce cas, on 
appellera distribution sur V un courant, indifferemment pair ou 
impair, indifferemment de degre 0 ou de degre n. C’est ce que nous 
avons fait sur R", en prenant I’orientation canonique de R w , et en 
prenant pour a la mesure de Lebesgue dx. La definition de distri- 
bution que nous avons donnee au chapitre r, correspondrait plutot 
a celle de n-courant impair, puisque nous avons pris pour cp des 
fonctions. Mais comme nous considerons aussi une fonction f loca- 
lement sommable comme definissant une distribution, les distribu- 
tions etaient alors plutot des 0-courants pairs. En realite il n’y 
avait pas lieu de faire ces distinctions. Par contre si V n’est pas 
orientee, et si Ton n’a pas choisi de forme fondamentale telle que a, 
le mot distribution est ambigu. Suivant les ouvrages, il designe 
un 0-courant pair, de maniere qu’une fonction soit une distribu- 
tion particuliere, ou bien un n-courant impair, faisant intervenir 
pour <p des fonctions. Nous adopterons la convention suivant laquelle 
une distribution sur V est un 0 -courant pair ; les distributions genira- 
lisent les fonctions. Notons que ce nest pas conforme d la definition 
du paragraphe 5, chapitre /, 3°, oil une distribution etait un n-courant 
impair. 

Sections-distributions d' un espace fi.br 6 d fibres vectorielles 

Soit V* une variete, E un espace fibre de classe C® sur V, a fibres 
espaces vectoriels de dimension finie; soit it la projection de E 
sur V. Au-dessus d’un point X de V, la fibre n~ l ({ x }) sera notee E*. 
On sait alors definir l’espace £ m (V; E) des sections de classe C** 
de E, l’espace 8 (V; E) des sections de classe C®, et leurs sous- 
espaces 2) m (V; E), 3) (V; E), de sections a support compact; ces 
espaces sont munis de topologies evidentes, que le lecteur definira 
lui-meme. D’autre part, si E et F sont deux tels espaces fibres 
sur V, on peut definir leur produit tensoriej fibre E <g>v F, dont la 
fibre en chaque point i de V est E, 0 F x ; et l’espace fibre dual 
E' de E, dont la fibre en x est le dual E^ de E x . Si E est l’espace 

V V 

fibre £2 est p-covecteurs tangents a V, 8 m (V; Q) n’est autre que 

• 9 

I’ espace des p-formes m fois continuement differentiables ; si £2 est 
1’ espace fibre des p-covecteurs tangents tordus ^soit xeV; son 
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image reciproque P" 1 ^}) par la projection P : V— -V, est un couple 
de deux points du revetement oriente V de V; un p-covecteur 
tangent tordu en x est un systeme de deux p-covecteurs tangents 
a V, respectivement aux deux points de p -1 ({ x }), <x-anti-invariant. 
On peut encore dire que c’est un couple de deux p-covecteurs tan- 
gents opposes en x, respectivement associes aux deux orientations 
de V en x. Lfes p-covecteurs tangents tordus en x forment triviale- 

p VP 

ment un espace vectoriel Q x , et la collection O des £ 2 * a une struc- 

V P 

ture evidentc d’espace fibre £2 sur V], 6 m (V; £2) est l’espace des 
p-formes tordues de classe C m sur V. On conviendra d’appeler 
p -forme ordinaire (resp. tordue) sur V, section de V espace fibre E, 

une section du produit tensoriel fibre E 0v ^ (resp. E 0y ^ ) • 

tlr-D «— V 

On va maintenantintroduire l’espace 2) (V ; E') = 2) (V; E' 0 £2) 
des (n — p)- formes C“ a support compact, sections de E'; son 
dual s’appellera espace des p-courants impairs sur V , sections de E , 

V 

et sera note 2)' ( V ; E). De meme le dual de 


2) (V ; E') = 2)(V;E'0£2) 


sera l’espace des p-courants pairs sections de E, et sera note 
2>' (V; E). 

Soit oi une section p-forme de E, localement sopimable. 

n — P 

Si £€ 2) (V; K'), on peut former leur produit exteneur to A 9 , sec- 
tion de £2 0 v E 0 V E', qu’on peut contracter par l’application 
lineaire canonique de YJ X 0 E* dans C definie en tout x de V par 

la dualite entre li' x et E x , en une section de £2, c’est-a-dire une 
n-forme impaire, que nous noterons encore WA 9 ; elle est locale- 
ment soirimable a support compact, cton pent done l’integrersur V. 

r . . »— 9 t 

Alois 9 — *• <0 A 9 est une forme lineaire continue sur 2) (V; E'), 

“ J v 

p 

done un p-eourant pair section de E. Ainsi une p-forme paire o, sec- 
tion de E, definit bien un p-courant pair, section de E; de meme 
pour formes et courants impairs, et nos definitions sont coherentes. 
Si, comme il vient d’etre dit, on appelle distributions sur V les 
0 -courants pairs, alors les distributions sections de E sont les 0 -cou- 
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0 

rants pairs sections de E, on elements de D' (V ; E), dual de 

* » 

3) (V; E ') — 2> (V ; E' <g) Q) ; elles generaliseront les sections usueUes 
localement sommables de E. Nous ne poursuivrons pas plus loin cette 
etude ( 1 ). 

§ 3. Operations elementaires sur les courants 

Premiere operation : produit exterieur d’ un cour ant par une forme C ® 

Soient "f, a, un courant de degre p et une forme C“ de degre q 
respectivement, ordinaires ou tordus. On definira les produits exte- 
rieurs T A a et a A T, courants de degre p -f- q, de maniere que, 
si T est une forme o> localement sommable, on retrouve la forme 
o) A a ou a A <o. II suffit pour cela de poser : 

(IX, 3; 1) < T A a, cp > = < T, aA<p > 

en vertu de ( 1 X, 2 ; 4) ; et a A f — ( — 1) M T A a. 

Les proprietes de ce produit sont analogues a celles du chapi* 
tre v, et a celles du produit exterieur des formes usuelles. 

V 

Soit alors T un p-courant (pair ou impair) sur un ouvert U de R n . 
11 admet, tout comme une forme, une decomposition unique 

(IX, 3; 2) f = ST I <ir I , 

ou 1 — { ij, i 2 , ... i p } est une partie a p elements de { 1 , 2 , ri }, 
< i 2 ... < i p , T x un O-courant (pair ou impair), et oil dx x est 
la p-forme dx it A dx u A ... A dx iw . 

o 

On peut identifier T x a une distribution usuelle T x sur U C R". 
Elle est definie comme suit : si 9 e 3) (U), on a 

(IX, 3; 3) < T If 9 > = (— 1 < T, 9 dxj >, 

oil J = { j x , / a , ...» j n ~ v } est le complementaire de 1 dans { 1, 2, ... n }, 
/1 < /2 < — < /«-»> et oil p (I, J) est la signature de la permutation 
(ii, h •••> i V ’ ill it •••» in-v) de (1, 2 ..., n); en effet, (IX, 3; 1) donne 
bien, si on pose (IX, 3; 2), et si on suppose par exemple T tordue : 

(*) Voir une autre maniere de definir les sections distributions d’un fibre, 
valabie meme pour des fibres de dimension infinie, dans Schwartz [11], chap, u 
§ 5, exemple 2, p. 140 
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(IX, 3; 4) < T, 9 dx 3 > = S < T x , dx v . 9 dx 3 > 


= Z < T x „ 9 <£*/ A > = (- 1) ’«>< T p9 dx> 

= (- i) p<L * < Tx, 9 >. 

Ceci permettrait de definir a nouveau les courants sur une 
variete V, sans passer par une dualite, en utilisant une methode de 

completion. Voici comment. Pour que des courants § convergent vers 

p 

U dans 2 )' (V), il est necessaire et suflisant que, pour tout ouvert 
Q de V, domaine d’une carte O sur un ouvert U = (Q) de R n (*) 

les restrictions des & & Q. convergent vers 0. Pour cela, il est neces- 

saire et suflisant que les courants transposes f 1 = O (§) (par trans- 
port de structure) convergent vers 0 dans D'” (U). Mais, si l’on 

utilise sur l’ouvert U la decomposition (IX, 3; 2), des courants 

convergent vers 0 si et seulement si chacune de leurs compo- 
0 

santes Tx converge vers 0 dans l’espace 2)' (U) des distributions 

v 

sur U. Ainsi la topologie de 2)' (V) se ramene a des topologies d’espa- 
ces de distributions D' (U) sur des ouverts U de R n . D’autre part, 

V P 

nous avonS vu (p. 325) que l’espace C (V) est dense dans I)' (V), 
autrement dit S' (V) peut s’identifier a un complete de 6 (V), 


pour la topologie induite par 2)' (V). On pourra done definir direc- 

V _ p 

tement 2)' (V) comme suit. On dira que des <o e 6 (V) convergent 
vers 0 au sens des courants, si, pour chaque carte O d’un ouvert Q 
de V sur un ouvert U de R n , les G5 = d> o> convergent vers 0 au sens 
des courants; et on dira que les GJ = S GJi dx t convergent vers 0 
au sens des courants, si les G 5 j (fonctions ou fonctions tordues) 
convergent vers 0 dans Vespa.ce des distributions 2)' (U). Ceci intro- 

P 

duit sur l’espace S (V).des p-formes C® sur V une topologie; son 

P 

complete pour cette topologie sera par definition 2)' (V). Ceci vaut 
aussi bien pour des courants pairs ou impairs. Au lieu de toutes les 
cartes, on peut se borner a celles d’un atlas. Cette definition par 
completion ne presente habituellement aucun avantage sur la 
deiinition initiale par dualite. Toutefois on remarquera ainsi que 
beaucoup d’operations elementaires sur les courants, au lieu d’etre 


( l ) Ou R2; nous ue le repeterons pas 
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definies par dualite et transposition, peuvent etre definies en pro- 
longeant par continuity, de 8 (V) a 2)' (V), des proprietes connues 
pour les formes usuelles. Par exemple, la multiplication par une 

P V Q p 

forme C 00 de degre q, to — ► to A a, est lineaire continue de 8 (V) 

v+a 

dans 8 (V), pour les topologies des courants, corrime on le voit 
immediatement sur des cartes; elle se prolonge done d’une maniere 

f P P P+G 

— T A a* de £>' (V) dans D' (V), 
ce qui donne une definition de la multiplication sans dualite ni 
transposition. 

Deuxieme operation : multiplication interieure par un champ C 00 de 
multivecteurs 

Bornons-nous au cas d’un champ de oecteurs indefiniment difTe- 

V 

rentiable. Soit to une p-forme Joealement sommable, paire ou 

. . n — r + i 

impaire, et 9 une (n — p - j- 1) forme C® a support compact de 
l’autre parite. 
v 

Alors to A 9 est nulle, puisque de degre n -f- 1. Done : 

(i (£) to A 9) -f ( — l) p (o) A i (£) 9) = i (£) (to A 9) = 0. 

On a done : 

(IX, 3; 5) f i(|) U A9 = (- 1)« f £ (0 <p 

J V J V 

(integrates de n-formes impaires localement sommables a support 
compact). 

Nous sommes done amenes a definir i (£) T, pour un p-courant, 
par : 

(IX, 3; 6) < i(Q t, 9 > = (- l)" -1 < T, i (5) 9 >• 

Ce produit peut aussi se definir en prolongeant par continuity 
le produit correspondent pour des formes, et il a les proprietes 
qu’on attend de lui. 

Troisieme operation: cobord d' un courant 

v 

Supposons d'abord V sans bord. Soit- to- une p-forme de classe C 1 , 
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paire ou impaire, et soit 9 une (n — p + l)-forme C* a support 
compact, de l’autre parite. On a alors : 

(IX, 3; 7) d(o> A 9) — dco A 9 + (— l) p &> A dcp. 

Mais, d’apres la formule de Stokes, co A 9 etant de classe C 1 a 
support compact et V sans bord, on a : 

(IX, 3; 8) f d ( co a 9) — (* to A 9 = 0. 

J v .'tv 

On a done : 

(IX, 3; 9) f da A 9 — ( — l) p_1 f wAd9 

J V J V 


Nous sommes done amenes a poser, pour uri p-courant T, pair 
ou impair : 

(IX, 3; 10; < df, 9 > = (- l)-> < T, d v >, 


de mariiere que, si T est une forme co de classe C 1 , dT soit la forme 
usuelle do>. 

On a bien evidemment ddT = 0. 

D’autre part, si a est une forme C®, on a la formule attendue : 

(IX, 3; 106i>) d(T A a) = dT A a -L (- l)*TAda. 

Nous laissons la demonstration au lccteur (on suivra la methode 
du theoreme IV du chap, v; d’ailleurs nous demontrerons plus 
loin cette formule dans le cas plus complique oil V a un bord, voir 
(IX, 3; 25)). 

Si V n = R n , et si T a la decomposition (IX, 3; 2), on a la formule 
usuelle 


(IX, 3; 10 ter) 


et aussi 


dll, T x dxA = 2 dTi A dx u 
\ 1 / 


n 



1 


(IX, 3; 10 quarto) 


» 



pour T de degre quelconque. 
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: On pourrait aussi definir directement dT sur une variete par 
la methode de completion. L’application co — *• do> est continue 

de £ (V) dans &(V) pour les topologies des courants, comme on le 
voit trivialement sur des cartes; elle se prolonge done par conti- 

nuite, de maniere unique, en une application T — *■ dT de 3>' (V) 

p+i 

dans 3)' (V). Les formules (IX, 3; 10 bis, 10 ter , 10 quarto ) sont 
alors evidentes par continuity. 

p 

Soit 3' l’espace des p-courants fermes, e’est-a-dire de cobord 

p 

nul; soit l’espace des cobords de courants de degre p — 1; 

p p 

alors 3' / 3S' est 1’espace vectoriel de cohomologie de degre p de V 
pour les courants. On definit de meme une cohomologie tordue 
et des cohomologies a support compact. On verra plus loin (theo- 
reme 1 p. 355) l'identite de la cohomologie des courants et de celle 
des formes C®, si V est sans bord. La formule (IX, 3; 10 bis) montre 
en tout cas trivialement que l’espace vectoriel de cohomologie 
des courants, somme directe des espaces de cohomologie des divers 
degres, est un module sur l’algebre de cohomologie des formes C®. 

Exemple 1. Formes presentant des disco ntinuites 

La formule (IX, 3; 10) est evidemment apparentee a la formule 
(II, 1; 6). On peut done donner des exemples analogues a ceux 
du chapitre ii. 

Soit par exemple co une p-forme, presentant un saut le long d’une 
hypersurface fermee S de classe C 1 . On suppose done co de classe C 1 
dans (JS; en outre, si xe (J^ tend vers oe2 d’un cote de S, le 
p-covecteur o> (x) a une limite coj (a), tandis que si x tend vers a 
de l'autre cote Z 2 , co (x) a une autre limite <o 2 (a). Le saut de <o, 
qtiand on traverse S dans le sens S, — ► S 2 , est co 2 (n) — <Oi (a) au 
point a. On doit noter que ceci est purement local; globalement, 
il peut n’etre pas possible de distinguer deux faces de E (exeruple : 
ccinture de Mobius dans R 3 ). 

De toute fagon, on nc considerera ces deux fonctions co lT co 2 , 
que comme delinies localement, et elles sont alors continues. On 
supposera en outre que les derivees premieres des coefficients 
de co ont aussi des discontinuity de l re espece le long de E. La 
forme co admet alors un « cobord usuel { c/co }, calculc comme suit : 
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on calcule dca dans |J£, c’est une ( p + l)-forme definie presque 
partout sur V, mesurable et localement bornee sur V done definis- 
sant un ( p + l)-courant { d<o }. Nous cherchons a generaliser la 
formule (II, 3; 1) en etablissant la relation entre doa, courant derive 
de <o, et { d<o }. Nous montrerons qu’on a la formule 

(IX, 3; 11) do> = { d< o} + £ A a, 

a etant le saut de le long de £. Donnons d’abord avec precision 
la signification de cette formule. Supposons d’abord que £ ait 
globalement 2 faces, E, et E 2 . Choisissons sur E le sens de passage 
E, -- ► E a . Nous avons deja vu que ce sens de passage definit, en 
tout point a de E, une correspondanee bijective entre les orienta- 
tions de V et celles de S en. a (voir exemple 7, p. 329). 

Done la donnee de E et de l’injection canonique orientee de E 
dans V (e’est-a-dire avec cette correspondanee entre orientations) 
definit E comme une chaine impaire, de dimension n — 1 sur V, 
done comme un 1-courant pair (formule (IX, 2; 6 bis) ). Si alors 
a est la forme o > 2 — <*>i sur E, E a a est un (p + l)-courant, deja 
rencontre page 29, pair ou impair comme o>, et defini par 

(IX, 3; 12) <Eao, <p - >= | T (jA<p, 

J £ 

pour cp de degre n — p — 1, de parite opposee a celle de w. La 
formule (IX, .3; 11) est done equivalente a 

( IX, 3 ; 13) ( — l )* -1 f o> A dep = f { d<o } A <p 4- f <r A 9 
Jv J V J E 

'1 est facile de demon trer cette formule. Par partition de l’unite, 
ll suffit de le faire localement. Elle est triviale au voisinage de 
tout point de (}E. Soit done aeE. Soit Q un voisinage de a, tel 
que le complement de E dans O ait 2 composantes connexes, Oj 
et Q 2 , numerotees par les 2 faces de E. Soit w, (i = 1, 2) la forme 
egale a w dans Q t - et a 0 ailleurs, et soit tj/, la (n — l)-forme impaire 
oii A 9, 9 a support compact dans Q. La formule de Stokes donne : 

(XI, 3; 14) f d<\i f = f d<k = f 

•i ci j a* j bci, 

S* i = 1, b Oj est exactement la chaine impaire S' de dimension 
n — 1 definie ci-dessus, correspondant au sens de passage E x — ► S 2 ; 
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mais, pour i = 2 , est l’opposee — 2 de cette chaine impaire. 
On a done, si <J/ = to A 9 , 

(IX, 3; 15) f d<b= 2 f db f 

J n i-ixj cu 

= f (<k ~ <k) = f (<*>i — <*>,) A 9 . 

•<2 J £ 

En explicitant d 6 , on trouve 

f (d<o}A 9 +( — l) p f to Ad 9 = — f oA 9 , 

J V J V J £ 

ce qui est exactement (IX, 3; 13). 

II etait bien apparu que le fond de la formule (II, 2; 7) etait Tinte* 
gration par parties; or celle-ci n’est autre que la combinaison de 

la formule f dF = F (b) — F (a), et de la formule de derivation 
J a 

du produit, ou d (FG) = dF G - 1 - F dG; nous trouvons bien ici 
des generalisations de ces formules, en la formule de Stokes et celle 
du cobord d’un produit de formes. 

Si on change le sens de traversee de 2, on change de signe la 
chaine impaire 2, mais aussi le saut <r, et 2 A a ne change pas. 
Comme, localement, 2 a toujours deux faces, 2 A a peut toujours 
se definir localement, et sa definition est independante de la nume- 
rotation locale, done 2 A a a un sens global intrinseque, et la 
formule (IX, 3; 11) est toujours vraie, meme si 2 n’a pas globale- 
ment 2 faces. On peut d’ailleurs la transformer comme suit. 

Soit ae2, et soit 2' l’une des faces de 2 au voisinage de a. Soit 
a' la valeur de to, sur 2, limite du cote 2'. La face 2' determine 
un sens de passage, de la face opposee a 2 ' vers la face 2 ', done 
definit une chaine impaire de dimension ( n — 1 ), done un 1 -courant 
pair 2'; alors 2' A co' est un ( p l)-courant de meme parite que 
to. Si 2" est l autre face de 2 au voisinage de a, on definit de meme 
2" A to". Si on pose 2j = 2', 2 2 = 2", alors ce que nous avons 
appele 2 est 2" = — 2 ', de sorte que 

(IX, 3; 16) 2a a = 2' A to' + 2' A to", 

et (IX, 3; 11) peut se rernplacer par 

(IX, 3; 17) dco = (dto) + 2'Ato' + 2"Ato", 
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oil les 2 faces de Z jouent des roles symetriques; S' a co' et Z * A os* 
ne sont definis que localement, mais leur somme a un sens global. 

Par exemple, soit Q un ouvert de V, de bord Z hypersurface de 
classe C 1 , et situe, au voisinage de chaque point de Z, d’un seul 
c6te de Z. Soit / une fonction de classe C 1 dans 15 = Q u Z, et 
nulle dans (J£5 .Z a un sens de passage comme bord de Q, done 
elle est une chalne impaire de dimension n — 1, ou un 1-courant 
pair Z. Alors le 0-courant pair / a pour cobord 

(IX, 3; 18) d/ = {d/}-/Z. 

En termes de cobords, la formule (II, 2; 7) du chapitre n s’ecrit : 
(IX, 3; 19) df = {df} + <x 0 8, 

8 etant le 1-courant pair associe, par 1’orientation canonique de R, 
a la mesure de Dirac 8. 1-courant impair. 

Exemple 2 

. Soit r une chaine, paire ou impaire, dimension k done de degre 
p = n — k (voir exemple 5, p. 326). La formule de Stokes appliquee 
a T donne : 

(IX, 3; 20) < dr, <p > = (- l)*- 1 < r, d ? > 

= (- l)-*- 1 f d 9 = (- l)"-*- 1 f 9 

J r J br 

= (- i)"-*- 1 < br, 9>. 
Done dr = (n—l) n - k ~ 1 br = {- i)*- 1 br 

Ceci nous amene a definir, pour tout courant T, de degre p ou de 
dimension k, p + k = n, son bord 6T comme 

(IX, 3; 21) 6T = (- l)*" 1 dT. 

On a alors toujours 

(IX, 3; 22) < 6T, 9 > = < T, d 9 >, 

et i’operation « bord » est exactement transposee de l’operation 
« cobord », sans changement de signe. Dans l’exemple etudie a 
(IX, 3; 18), si / = 1 dans Q, le 0-courant pair / n’est autre que la 
n-chaine impaire definie par D et son injection canonique orientee 
dans V; alors (IX, 3; 18) donne df = — Z, qui correspond bien, 
pour p = 0, a bf = bU = + Z. 
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Exemple 3. Cobord d'un courant de Dirac (voir exemple 3, p. 325) 

Soit JR un 1-vecteur tangent en a , a V. II definit un (n — 1)- 
courant impair S (formule (IX, 2; 5). Son cobord d S est un n- 
courant impair, qui n’est autre que.Ie produit par ( — l) n du cou- 
rant T, associe au doublet de moment JR en a, suivant la formule 
(IX, 2; 7). C’esten efTetce que montrent les formules (IX, 2; 7 et 8) : 

< d S , cp > = (— l) n < S , d<p > = (— 1)* < T, 9 > 
ou dS = (— l) n T. 

Exemple 4. V angle solide 

Reprenons les formules (IX, 2; 11 et 12) dans un espace vectoriel 
euclidien V de dimension n. Prenons pour J le champ des vecteurs 
unitaires radiaux. Pour un element de surface dS en un point M 
de V, distinct de O, J„ dS = cos 0 dS, 0 etant Tangle du rayon 
vecteur OM avec la normale, orientee dans le sens de passage 
choisi sur S. Si r est la distance OM, Tangle solide algebrique sous 
lequel on voit dS de 0 est : 

1 


r n-l 


cos 0 dS 


- w 


dS. 


Autrement dit, Tangle solide sous lequel on voit de 0 une hyper- 
surface 2 ne passant pas par 0 et munie d’un sens de passage est 

f f.s. 

J Z r v Z 

oil o> est (n — l)-forme differentielle impaire dite « angle solide ». 
Si V = R" avec sa structure euclidienne canonique et 
r 2 = x\ + ... + 4, 

les composantes de J sont J k = et alors 

ft 

(IX, 3; 22 bis) V = V ~^i ~ ^ A 

“ / 7* T * 

*- 1 

La forme <*>, consideree comme definie presque partout sur R”, 
est localement sommable, done est un courant. 

Cherchons, dans R n , son cobord dco. C’est 


t “ i 


(IX, 3; 22 ter) 
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Mais y n = (~ ^“ 2 ) ^ ^=i ( ^ donc > en appliquant (II, 3; 10), 
(IX, 3; 22 quarto) d a = ^ ^2 A (r^) — 

H 

= S B 8 r S n aire de la sphere unit6 de R n . 


Cobord d'un courant sur une variete V avec bord 

Nous prendrons la meme formule de definition (IX, 3; 10). 

Si alors o> est une p-forme de classe C 1 sur V, son cobord dco, au 
sens des courants, n’est plus le meme que son cobord usuel { da }, 
meme si a est C®. La formule de Stokes donne en efTet : 


(IX, 3; 23) < da, 9 > = (— l) p 1 < w, dq> > 

~ (— l) p_1 I* a A d<p = f da A 9 




J Y. 


— I d (a A <p) = I da A 9 — { a A 9, 
J V J V J 6V 

(IX, 3; 24) da = {da} - bV Aw, 


ou 


6V etant le 1-courant pair defini par la chaine impaire b\ de dimen- 
sion n — 1. Tout se passe comme si on considerait la variete V comme 
prolongee au-dela de son bord , et a comme prolongee par 0 ; elle aurait 
alors une discontinuity de l re espece le long de hV et (IX, 3; 24) resul- 
terait de (IX, 3; 11). C'est seulement si a, de classe C l dans V, induit 
■0 sur le bord de V , que dio = { dto }. 

La formule de definition de dT doit alors s’ecrire, pour eviter 
toute ambigui'te : 

(IX, 3; 24 bis) < df, 9 > = (- 1 )*-' < T, {d ? } >. 

On a toujours ddT = 0. Si T est un p-courant, et a une <pforme 
C®, on aura : " 


(IX, 3; 25) < d ft A *), 9 > = (- l)’-*- 1 < T A a, { d 9 } > 

= (- l )^- 1 < T, a A { d 9 } > 


Pour » ^ 2; pour n = 2, remplacer 


— 1 

n — 2 


est le mime 


par log r. Le resultat final 
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= (-l)^<T,{<f(«A 9 )}> ‘ ■' 

+ (— l) p < T, { d a} A 9 } > 

= < dT y a A 9 > (— l) p < T, { da} a 9 > 

= < dT A a, 9 > -f- (— l) p < T A {da}, 9 > 

d’oii la formule du cobord d’un produit : 

(IX, 3; 26) d (T Aa) = d^ Aa (— l) p T A { da } 

(On remarquera qu’il ne faut pas ecrire T a da, qui d’ailleurs 
n’aurait pas de sens, car da. n’est plus une forme C®) ( J ). 


Quatrieme operation: derivation d' un courant par une transfor- 
mation infinites imale 


Soit £ un champ de vecteurs C®, sur une variete V" que nous 

p 

supposerons d’abord sans bord. Soit <0 une p-forme C 1 , paire ou 
impaire, et 9 une (n — p)- forme C® a support compact de parite 
opposee. Rappelons que la transformation infinitesimale 6 (£) sur 
les formes est une derivation -(0 (£) (a A (3) = 0 (£) a a 0 -f <* a 0 (£) 0), 
et peut s’exprimer par 0 (£) = d . i (£) + i (Q . d : 

(IX, 3; 27) f 6 «)«A<p- f OR) (a A 9 ) 

J V J V 



Mais f 0 (£) (w A 9) = ( d ( i (£) (to A 9)) -f- f i (£) d (to A 9) ; 
J V J V J V 

le dernier terme est nul, car le degre de to A 9 est n, done son 
cobord est nul; le terme precedent aussi, en vertu de la formule 
de Stokes, V etant sans bord. On en deduit : 

(IX, 3; 28) f 0(^o)A9= - f to a 0(5)9. 

J v j v 

Nous sommes done amenes a poser, pour un courant T, et une 
variete V avec ou sans bord, comrne nous l’avons deja fait pour 
definir le cobord d’un courant : 

(IX, 3; 29) < 0 (£) T, 9 > = < T, {0 (£) 9} >. 


( l ) Puisque le cobord des courants n’induit plus sur les formes le cobord usuel, 
une formule comme (IX, 3; 26) ne peut plus se demontrer en la prolongeant par 

continuity de 8 (V) a 3)' (V) 
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On peut alors donner toute une serie d’exemples analogues a 
ceux que nous avons donnes pour le cobord. II y aura lieu en parti- 

'V 

culier de noter que, si <0 est de classe C 1 , mais si V a un bord, 0 (?) 
calcule au sens des distributions, est different de {0 (?) a>}, calcule 
au sens usuel, la difference etant une couche portee par bX : 

< 0 (£) <0, <p > = — < w, { 0 (£) 9 } > = — f o A { 0 (£) 9 } 

J V 

= — Jy { 0 (S) (“ A ?) } 4- f v { 6 (?) W } A 9 

' - = ~ <“ A *»> + / v («> A<P 

= — r » (^ (<*> a ?) + r { 0 (?) o) } a 9. 

J bV J V 

Utilisons la formule (IX, 3 ; 6) (*) 

— f i (?) (<*> A 9) = — < bV, i (?) (to A 9) > 

= — < i (?) 6 V, to A 9 > 

= - <£(?) (bV) Ao, 9 >. 

D’oii le resultat : 

(IX, 3 ; 30 ) 0 (?) 0> = { 0 (?) <0 } - (i (?) 6V) O. 

( i (£) est un 0 -courant pair, le signe A peut etre supprime 
entre lui et to). 

Supposons par exemple que V soit le segment [ 0 , 1 ] de R. L’orien- 
tation de R nous permettra de ne pus distinguer entre courants 
usuels ou tordus. Le bord bX est le 1 -courant 9 — ► 9 ( 1 ) — 9 ( 0 ), 
96® ([0, 1]). Supposons que ? soit le champ constant de veetcurs 

unite; 0 (?) peut s’ecrire ct on peut aussi ecrire T' au lieu de 

0 (?) T. i {i)b\ est le 0 -courant 9 dx — < 6V, 9 > = 9 ( 1 ) — 9 ( 0 ). 
Si alors / est une fonction de classe C 1 sur [ 0 , 1 ], (i (?) f/X) f est le 
0 -courant 9 dx — ► / (lj 9 ( 1 ) — / ( 0 ) 9 ( 0 ). En appelant S (0) la mesure 
de Dirac en a consideree indiffcremment comme 0 -courant ou 

( x ) Cette formule supposerait co de classe C®. Mais ici on peut passer k la limite 
en approchant o> par des formes C“, et ces caiculs sont bien valables, si o> est seule- . 
meat C 1 
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comme 1 -courant par iutilisation. de la mesure dx, on voit que 
(i'(Z)b\)f est / (i) S (1 , — / (0). S( 0 ). Et alors (IX, 3; 30) devient, 
comme il etait previsible : 

(IX, 3; 31) f = {/'} - / (1) $ (1) + / (0) 8 (0) . 

Tout se passe, ici encore comme page 350, comme quand on pro- 
longe V par une variete sans bord, ici R, en prolongeant / par 0. 

La formule habituelle reliant 0 (£), d , i (£), est evidemment vraie 
pour les courants sur une variete, avec ou sans bord : 

(IX, 3; 32) e K) f = di (5) T + i (5) dT. 

On le verra en appliquant les formules de definition (IX, 3; 6 ), 
(IX, 3; 10) et (IX, 3; 29) : 

< o (5) f ,y > = - < f, {e (q y } > 

= - < T, {di K)V } > (5) d%’ } > 

= (- 1)' < dr, i (5) 9 > + (- ly < i (5) T, {d 9 > > 

= < i (^) dT, 9 > + < di (£) T, 9 >, 

d’oii le resultat. II suffisait aussi de remarquer que la formule est 
vraie si T est une forme C®, que les formes C® sont denses parmi les 
courants, et qu’il suffit alors de prolonger par continuite, lorsque Y 
est sans bord. 

De la meme maniere, si a est une forme C®, on a : 

(IX, 3; 33) 6 © (Taoc) = 0 ® Ta« + Ta{0 (5) « }. 

Theoremes de de Rham en cohomologie 

V 

Soit y l’espace des courants sur V, dont le cobord est nul ( p - 

p 

cocycles) ; l’espace des cobords de courants de degre p — 1 ; 

V V V V 

alors C y et 37^ est l’espace vectoriel de cohomologie de 
degre p de V pour les courants. On peut faire cela pour les courants 
pairs, ou pour les courants impairs; pour les courants a support 
quelconques ou a support compact, ou a O-support, e’est-a-dire 
a support appartenant a un ensemble O de parties fermees, sature 
au sens suivant : 

1° si A e <t>, BC A, alors Be <P; 

2 ° la reunion d’un nombre fini de fermes de <J> appartient a O; 

3° tout ferme de O a un voisinage ferme appartenant a 
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’ Ces cohomologies sont en general differentes lex unes des entires. ■ 
PaT contre, on peut aussi remplacer les courants par les courants 

d’ordre ^ m; 3' m est l’espace des p-courants d’ordre < m (de 
parite et de support verifiant les conditions choisies anterieurement ) , 

v 

de cobord nul; $>' m l’espace des p-courants d’ordre ^ m, cobords 
de (p — l)-courants d’ordre ^ m (de parite et support analogues). 
Cette; cohomologie, a priori, pourrait dependre de m ; on demontre 
quelle nen depend pas. De meme on peut prendre les courants qui 
sont des formes localement L p ; ici encore la cohomologie trouvee 
est la meme. On peut enfin prendre les courants qui sont des formes 
C w au sens usuel (e’est-a-dire appartenant a Z m (V)); pourvu que 
le cobord soit toujours pris au sens des courants, on trouve toujours 
la meme cohomologie. Precisons ce point, qui demande un peu 
d’attention. Soit V la boule unite de R n , de bord la sphere unite 
de R". On peut etudier sur V la cohomologie des formes C®, au sens 
de la page 320, le cobord etant le cobord usuel. Pour le degre 0, on 
trouve que l’espace vectoriel de cohomologie a la dimension 1, 
autrement dit que le nombre de Betti est 1 ; parce qu’une 0-forme 
C®, ou fonction C®, de cobord usuel nul, est une constante arbi- 
trage. Etudions maintenant la cohomologie des courants ; l’espace 
vectoriel de cohomologie pour le degre 0 est { 0 }, le nombre de 
Betti nul; car un 0-courant de cobord nul ne peut etre qu’une 
fonction constante, mais cette constante doit etre nulle, sans quoi le 
cobord contient une couche 0 sur la sphere unite. Done la coho- 
rnologie usuelle des formes C® et la cohomologie des courants sont 
distinctes. Mais si nous prenons la cohomologie des formes C®, avec 
le cobord au sens des courants, nous trouvons la meme que celle 
des courants; une 0-forme C® de cobord nul au sens des courants 
est nulle. 


On doit done remplacer y par l’espace des p-formes usuelles 
de classe C”*, de cobord nul au sens des courants, e’est-a-dire, 

si m ^ 1, de cobord usuel nul, et induisant 0 sur le bord de V; &' 
doit etre remplace par l’espace des p-formes C m , cobords, au sens 
des courants, de (p — l)-formes C m , e’est-a-dire, s im ^ 1, cobords 
usuels de (p — l)-formes C*” induisant 0 sur le bord de V . C’est ce 
qu on appelle habituellement la cohomologie des formes sur V, 
modulo le bord de V. 
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L’identite de ces diverses cohomologies peut encore s’exprimer 
comme suit : 


Theorems I (theoreme de de Rham generalise). 

Soit T un p-courant ( pair ou impair), O un ensemble saturi de 
parties fermees de V; on suppose que T est un cocycle , dT = 0. 

1° Si T a un O- support , il existe une forme to, de classe C", telle 
que T — to soit le cobord d’un (p — 1 )-courant a, <b-support (T est 
<t>-cohomologue a, une forme C°) ( 1 ). 

2° Si T est le cobord d' un courant a 0- support et si T est d’ordre 
^ m (ou est une forme to de classe C m ( 2 ) ou est une forme to locale - 
ment L v , etc.), alors T est egalement le cobord d’un courant S d 
O - support qui est lui aussi d'ordre ^ m (ou est une forme de clause 
C m ( 3 ) ou une forme localement L p , etc.). 


Demonstration 

Soit S'™ le faisceau ( 4 ) des germes de p-courants, de la parity 

consideree, qui sont d’ordre < m ainsi que leur cobord. C’est un 

o 

faisceau fin; car, si ae 2), et si T est un courant d’ordre < m ainsi 
que son cobord, il en est de meme de aT (a cause de 

d (a T) = { da } A T + adT). 

Le cobord definit une suite d’homomorphismes de faisceaux : 

(IX, 3; 34) 

012 v p+1 

0 F S' m S'™ s'™ S'" S'"* „ ..., 

Ici IF est le faisceau des germes de fonctions constantes (usuelles 
pu tordues, suivant le cas considere) pour tous les points de l’int6- 
rieur de V, et des germes nuls pour tous les points du bord de V ; 

(*) Cela implique que co soit un cocycle, dto = 0 au sens des courants; done 
{dto} = 0, et co induit 0 sur le bord de V 

(*} Cela implique, si m ^ 1, que to induise 0 sur le bord de V 
(*) Qui alors, si m ^ 1, induit 0 sur le bord de V 

(*) Nous utilisons ici completement la theorie des faisceaux. Pour cette demons- 
tration, voir Godement [1], chap, n, § 4. Pour la cohomologie des courants sur une 
variety sans bord, voir de Rham [3], chap, iv, p. 93 
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une section de & au-dessus d’une partie ouverte connexe de V 
est une constante usuelle ou tordue, nulle si cette partie coupe le 
bord de V. D’autre part, i est I’injection naturelle de & dans le 
o . v 

faisceau S' ro . Si S' est le faisceau des germes de p-courants quel- 

p 

conques, S le faisceau des germes de courants qui sont des p-formes 
C®, ainsi que leur cobord, tous de la parite consideree, on a des suites 
d’homomorphismes analogues avec ces faisceaux, et compatibles 

. . . .. P P V 

avec les injections S — ► S' m — * S . Autrement dit, le diagramme 
suivant d’homomorphismes de faisceaux est commutatif ( l ) : 


I 0 — f 


(IX, 3; 35) jo — J- 
F v y 


0 1 
s — s 


V v 

0 1 

S' m g'm 


y y 

0 1 

9' — S' 


2 

— s — ... 

1 

2 

— * s'”* — ... 

I 

i 


2 

S' 


On sait que tout resultera de ce que les suites horizontales d’homo- 

. VP 

riiorphismes de faisceaux sont exactes; cela montrera que 3" /&' 
(pour tous les cas consideres) est isomorphe a H p (V, &), cohomo- 
logie de degre p de V a valeurs dans 3 r . Nous admettrons ce theo- 
reme de la.theorie des faisceaux, qui est appele theoreme de de 
Rham generalise ( 2 ). 

P 

Nous avons done a montrer que, pour p ^ 1, tout p-courant T, 
de cobord nul au voisinage de a est, au voisinage de a, le cobord 

p — 1 

d’un (p — l)-courant S, qui peut etre choisi d’ordre ^ m si T est 

d’ordre ^ m, et forme C m si T est une forme C ro . On sait deja 
,, . o 

d autre part que, pour p = 0, si T est un 0-courant de cobord nul 
au voisinage de a, il est une fonction constante au voisinage de a, 
nulle si a est sur le bord de V ; de toute fagon, nous le retrouverons. 

Nous sommes done ramenes a V = R" ou RlL, a = origine; 
nous identifierons les courants usuels et les courants tordus. Nous 
utiliserons dans R n la convolution des courants avec des distribu- 


( l ) Si nous avions pris pour 9 le faisceau des germes de p-formes C®, et le cobord 
usuet, le diagramme ne serait pas commutatif 

(*) Voir Godement [1] 
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tions; un courant T s’ccrivant 


Tj dXj (formule (IX, 3; 2)), nous 

i 


entendons par T * S, S e 3)', le courant 


^ (T, *S) <&,(>). 


La convolution a toujours un sens si T est a support compact. 
On peut egalement convoler des courants et distributions sur Rl, 
car la definition U * V.q> = U 5 0 V„ . <p (£ -f t]) est valable, a cause 
de la stabilite de Rl par l’addition (£, rj ) —*■ ^ rj. De toute fa?on 
d’ailleurs on verra plus loin qu’on peut identifier les courants 
sur R* avec les courants sur R n , de support dans Rl (theo- 
reme II bis, p. 367), de sorte qu’on est ramene a la convolution, 
dans R B , de courants et distributions a support dans R". Moyennant 
quelques precautions, cette convolution a les proprietes habituelles. 
Par exemple, il reste vrai que $ * V = V, que D P 8*V = D p V, etc. 
II reste vrai aussi que la convolution d’une mesure et d’une distri- 
bution d’ordrc ^ m donne une distribution d’ordre < m, et de 
meme pour une fonction localement L p . Tout cela se voit immedia- 
tement en considerant les distributions sur Rl comme des distri- 
butions sur R" a support dans Rl. Mais il est inexact que la convo- 
lve d’une mesure v et d’une fonction a de classe C” 1 soit encore 
une fonction de classe C”*; elle n’est pas necessairement une fonction 
continue. Cela provient de ce que la prolongee dans R" par 0 d’une 
fonction continue sur Rl n’est plus continue; d’ailleurs sa translatee 
par une translation de R* n’est plus une fonction continue sur Rl. 
Mais, si Y est la fonction d’ Heaviside a une variable, la convolee d’une 
fonction / de classe C m sur Rl a support compact avec 
— Y ( — x,) 0 8*, lXm , qui s’ecrit explicitement sous la forme 


r»i 

j / (£i> x 2 > •••» x ») est encore une fonction de classe C m sur RlL, 


et c’est tout ce dont nous aurons besoin. 


Soit alors T un />-courant au voisinage de 0 dans R” ou Rl 
(rappclons que Rl = { x e R n ; Xj < 0 }), tel que dT = 0 et que T 
soit d’ordre ^ m dans un voisinage convenable de O. 

Soit a une fonction de 3) (R n ), de support assez voisin de l’origine 
pour que dT = 0 et que T soit d’ordre ^mau voisinage de ce sup- 
port, et egale a 1 au voisinage de O. 


(*) On trouvera des convolutions plus generates dans Norguet fl], Marianne 
Guillemot ( 1], Braconnif.b [lj 



358 


Utilisons la methode classique de demonstration du theoreme de 
Poincare. T peut s’ecrire : 

(IX, 3; 36) T = dx x A £‘ + ft, 

ou L et M sont des courants ne contenant pas dx x dans leur expres- 
sion suivant (IX, 3; 2). 

Le fait que T soit un cocycle au voisinage du support de a s’ecrit : 
(IX, 3; 37) — dx x A d'L -f- dx x a 4- d'M = 0 


ou 


(IX, 3; 38) d'L = d'M = 0, 


au voisinage du support de a; d! est la differentiation partielle par 
rapport a x a , ..., x n : 

n 

d'V = 2 si u - 

i-2 


On peut determiner un courant A, de degre p — 1, tel que 
(IX, 3; 39) 


M T 

Ji; = aL - 


Pour cela on prend la convolution 

(IX, 3; 40) A = (— Y (— * t ) 0 8 Z ) * a L, 


Y etant la fonction d’ Heaviside a une variable; en effet 


dx l 


( — Y ( — x x )) — 8 Zt . Le courant aL est d’ordre ^ m dans tout 


l’espace, done, — Y ( — x x ) 0 8 gl ^ etant une mesure, A est 

d’ordre ^ m dans tout l’espace (R n ou R ). II en est de meme de 

= aL; et aussi de d' A, done de d A. En effet 


(IX, 3; 41) d! A — (— Y (— x x ) 0 5, 


* d' (a L) 


= (- Y(-*J0^ J*({d'«}AL) 

+ (- Y (- x x ) 0 J * (a d'L). 

Le premier terme de la somme du deuxierne membre est la convo- 
lution d’une mesure et d’un courant d’ordre ^ m dans tout l’espace, 
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done est d’ordre ^ m. D’autre part, ccd'L = 
terme de la somme s’ecrit done 



le deuxieme 


(IX, 3; 42) 

(- Y J*g(«M) 
+ <Y(-«d* fc _J.(gjM). 


Dans cette derniere somme, le deuxieme terme est d’ordre ^ m, 
comme con vole d’une mesure et de | | M, d’ordre ^ m; et le 

[ exj ) 

premier terme vaut ~ Y ( — x 2 ) j *aM = 8*aM = aM, 

qui est eneore d’ordre ^ m. On peut partout remplacer « d’ordre 
^ m » par « forme C m » ou « forme localement L p » (« forme C w » 

voulant dire « forme C m au sens usuel ou e 6 m (V) », mais ~ et 

(V A etant pris au sens des courants). 

Considerons alors le courant 


(IX, 3; 43) 


S = T — d'A = M — d'A. 


Si nous montrons qu’il est, au voisinage de 0, un cobord d’un 
courant, d’ordre ^ m si T est d’ordre ^ m, etc., il en sera de 
me me de T. 

Or d’abord T — dA est lui-meme d ordre ^ m au voisinage de O. 

En cfTet, il en est ainsi de M, et nous l’avons vu pour d'A. D’autre 
part S nc contient pas dx v Enfin sa derivee partielle en x 2 est nulle 
au voisinage de O. En effet 


(iX, 3; 44) g 


m 


a m 

H a*, a*, 


-d' («L), 


qui, au voisinage de O, vaut — d' L, e’est-a-dire 0. 

Dans le cas ou i’on travaille sur R n , cela veut dire que S est un 
courant de la forme l Xl (g > S Zj .. z ., au voisinage de O ( J ) ; dS = 0 


(*) Voir theoreme IV du chap, u 
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veut dire d'S = 0 ou d ' S = 0; S est d’ordre ^ m, etc., si et seule- 
ment si § Test. 

Une methode de recurrence sur la dimension de l’espace demon- 
trera alors le theoreme cherche; il est evident dans le cas n = 0, 
et, si on le suppose demontre pour les dimensions 0, 1, 2, n — 1, 
il est demontre pour la dimension n. 

Si on travaille dans Rl!_, tout est encore plus simple. Puisque 


— - = 0 au voisinage de 0, commer— (1^) = — 8*, (sur la variete 

02^ OX| 

avec bord R!!_ !), necessairement S est nulle au voisinage de O, et 
tout est tout de suite termine. (En remplagant « distribution sur 
R* » par « distribution sur R n a support dans R!!_ », on peut encore 


<)S 

dire : ^ — = 0 veut dire que S est invariante au voisinage de O pour 

toute translation assez petite parallele a 1’axe des x x \ comrne elle 
a son support dans x x < 0, les translations negatives montrcnt 
qu’en realite S est nulle au voisinage de O); ce qui demontre le 
theoreme. 


Remarque. Par quoi peut-on remplacer « d’ordre ^ m », 

« forme C m >», « forme localement L p »? 
o 

Soit 8 un sous-faisceau du faisceau des germes de distributions 

9 V 

sur R*. Soit 8 (resp. 8) le faisceau des germes de p-courants pairs 
(resp. impairs), dont les coefficients dans la formule {IX, 3; 2), 

identifies a des distributions, soient dans 8. Pour tout ouvert U 

P V 

de Rl, soit F (8, U) (resp. T (8, U)) l’espace vectoriel des sections 

V V 

de 8 (resp. 8) au-dessus de U. 

o 

On suppose que 8 a les proprietes suivantes : 

1° Invariance par diffeomorphisme. Si II est un diffeomorphisme 
d’un ouvert Dj de R* .sur un ouvert U 2 , H transporte T (8, U,) 
sur T (8, U 2 ). 

2° Stab Hite par multiplication par des fonclions C®. Pour tout U, 

Ic produit d’une distribution de P (8,U) par une fonction de € (U) 
0 o 

appartient a T (8, U). En outre, on suppose que 6 (Li) C T (8, U). 
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3° Stability par convolution avec la mesure 
V- = — Y (— xj 0 

0 0 
SiT G r (9, R* ) a un support compact, p * T est dans T (9, R* ). 

Soit alors V" une variete. On appellera T (9, V) (resp. T (9, V)) 
1’ensemble des p-courants pairs (resp. impairs) sur V tels que, pour 
toute carte H d’un ouvert fl de V sur un ouvert de R?L (il est 
inutile de considerer les ouverts de R n , car tout couvert borne 
de R" pent, par translation, etre ramene dans R^_), le transports 

P 

par H de la restriction de T a Q appartient a V (9, H (Q)) (resp. 

p 

r (9, H (Q)) ; grace a l’invariance par dilTeomorphisme du fais- 
o 

ceau 9, il sufTit de le verifier pour les cartes d’un atlas. 

(Si V est sans bord, il est un peu stupide d’utiliser un faisceau 

o 

sur R*. De toute fagon, a un faisceau 9 sur R!L ayant les 
proprietes 1), 2), 3), on peut en associer un autre sur R n ayant les 
memes proprietes : en tout point de R n ses germes sont transports 
par une translation (ou un dilTeomorphisme quelconque)' des germes 
0 

du faisceau donne 9 en un point de l’ouvert x t < 0.] 

On pourra alors considerer l’espace des courants fermes de T 

V V 

(9, V) (resp. T (9, V)) a O-support, et l’espace des cobords de 

p — 1 v — 1 . 

courants de T (9, V) (resp. T (9, V)) a <P-supports, et le quotient 
du premier par le second. Ce sera la meme que celui qui est relatif 
aux courants quelconques, ou aux formes C® ( pour le cobord au 
sens des courants ; ou pour le cobord usuel en prenant les formes G® 
induisant 0 sur le bord de V). La demonstration est la meme que 
precedemment; elle com porte une recurrence sur n, pour les ouverts 
sans bord (voir p. 360). On est amene pour cela a introduire le fais- 
ceau des germes de distributions sur R n_1 , tels que 

~ . 0 . 

1*, 0 ^ soit dans 9, qui est le meme que le faisceau des 

_ o 

tels que a (x t ) 0 ^ ^ soit dans 9, pour toute aeS^ou toute 

a e 



362 


§ 4. Image directe d’un courant par une application C“. 

Nous avons vu page 320 les proprietes de l’image reciproque d’une 
forme par une application C“ d’une variete U de dimension m 
dans une variete V de dimension n. Si H est propre, H* definit 

P 

alors une application lineaire continue de l’espace ( S) h relatif a la 

1 

variete V, dans l’espace relatif a la variete U (h fini ou infini). 

Soit alors T un courant impair sur U. Nous definirons son image 
directe HT par 

(IX, 4; 1) (HT) ( 9 ) = T (H* 9 ). 

Cette formule est valable si H est propre, car alors H'cpefD, 
pourcpeff); et elle definit HT comme un courant. Si H n’est pas 
propre, alors on ne peut plus necessairement definir HT, mais on 
le peut encore toutes les fois que l’application H, restreinte au 
support A de T, est propre. 

En effet, cette hypothese entraine que )e support de H*cp coupe A 
suivant un compact et alors le deuxieme membre possede un sens; 
et la formule (IX, 4; 1) definit bien HT comme un courant, car 
c’est une forme lineaire continue sur CD(V). L’application 
H : T — * HT est lineaire, si H est propre. Sinon, elle est encore 
lineaire lorsqu’on se restreint a 1’espace des courants de support 
contenu dans un ensemble ferine A sur lequel H est propre. Remar- 
quons que l’image directe d’un courant a support compact existe 
to ii jours, et dans ce cas la formule (IX, 4; 1) est valable pour cp a 
support queleonque. L’ image directe conserve, non le degre, rriais la 
dimension des courants. Soit en efTet T de degre p. Posons r — rn — n, 
dillerence des dimensions de U et V; c’est un entier de signe quel- 
conque. Si cp est de degre n — q, H*cp est aussi de degre 

n — q = m — [q r), done T (H* 9 ) — 0 si q -+• r ^ p ou 

q zfi. p — r ; done HT est de degre p — r (si p — r ^ 0, et nul si 

p — r < 0). On a bien dim T = m — p = dim HT = n — (p — r). 

En particulier l’image d’un m-courant impair est un n-eourant 
impair. Si m — n, alors l’imagc directe H conserve les degres; rnais, 
dans tous les cas, c’est la dimension qu’elle conserve. L’image 
d’un courant d’ordre ^ h est d’ordre ^ h. En particulier, 1’image 
d’un m-courant impair d’ordre zero, e’est-a-dire d’une mesure, est 
une mesure, et c’est precisement ce qu’on appelle la mesure image 
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dans la theorie de l’integration; l’image d’une mesure 0 est ^ 0. 
En appliquant (IX, 4; 1) a 9 = 1, on a toujours : 

(IX, 4; 1 bis) f HT = < HT, 1 > = < T, 1 > = f T, 

J v ~ — J v — 

si T est a support compact. 

La formule (IX, 4; 1) est valable pour 96©*, si T est d’ordre 
^ h (et si H est propre sur le support de T). 

Le support de HT est contenu dans l’image par H du support A 
de T. Si en effet 9 a son support dans (J H (A), alors H*<pa son sup- 
port dans flA, et le second membre de (IX, 4; 1) est nul (H etant 
propre sur A, l’image H (A) est toujours fermee), et le support 
de HT est bien dans H (A). De cela on deduit que HT est connu 
dans un ouvert £2 de V, des qu’on connait T dans H -1 (£2) (car, si 
Tj = T 2 dans H _1 (£2), T, — T 2 a son support dans (JH -1 (£2), done 
H (T, — T 2 ) dans H (j)H _1 (£2)) C Q£2, done HT, = HT^ dans £2). 
On voit aussi que HT est connu des que H est connue dans un voi- 
sinage du support de T, et meme qu’on peut definir HT si H n’est 
pas definie sur la variete entiere U, mais seulement sur un voisi- 
nage du support de T (et si, comme toujours, la restriction de H a 
ce support est propre). II y a naturellement transitivite des opera- 
tions definies par les images directes : L’image d’un courant T par 
la composee de deux applications H,oH 2 n’est autre que(H,oH 2 ) 
T = H, (H 2 T), a condition de faire 1’hypothese suivante : T a son 
support dans A sur lequel H, est propre, et H, (A) C B, ensemble 
ferme sur lequel H 2 est propre, de sorte que H 2 oH, est aussi propre 
sur A, et que les deux membres ont a priori un sens. 

Si a est une forme C“ sur V, on a 

(IX, 4; 2) HT a a = H(TaH* a). 

En effet, 

< (HT A a), 9 > = < HT, a A 9 > 

= <T, H* (a a 9) > = < T, H* a A H * 9 > 

= <TaH*«, H* 9 > = < H (T a H* a), 9 >. 

Supposons maintenant T de degre p, a de degre q ; alors HT est 
de degre p — r (r = m — n), et 



364 


(IX, 4; 3) oca HT = (- 1 HTa a 

= (- H (TA H* a) = (- 1)" H (H* x aT) ou 

(IX, 4; 4) aA HT = (- l) ar H (H*xaT). 

D’autre part, H commute avec l’operation bord et non avec 
Foperation cobord : 

(IX, 4; 5) < H 6T, 9 > = < bT, H*cp > 

= < T, dH*<p > = < T, H*d<p > 

= < HT, d<? > = < bHT, cp > (») 
ou 

(IX, 4; 6) H6T - 6HT, 

de sorte que, pour T de degre p: 

(IX, 4; 7) HdT 

= (- l)*- 1 HbT = (- l)*- 1 bHT 

= (- l)r-i+p- r +» dHT ou 

(IX, 4; 8) HdT = (- 1 Y dHT, r = m- n. 

Soit enfin £ un champ de vccteurs C* sur U, et supposons (ce 
qui n’est pas toujours le cas) qu’il existe un champ de vecteurs 
C“, t], sur V, image dc £ par H. 

On a alors, pour <pe D (V),0 (£) (H*<p) = (H* (0 (rj) «p), ou 
0 (£)oH* = II* o0 (tj). On en deduit, par transposition : 

(IX, 4; 8 bis) (6(7)) HT = H (6 fc) T). 

On peut reunir ce qui precede en un theoreme : 

Theoreme II 

Soit H une application indefiniment differentiable de U m dans V n , 
et soil A un ensemble ferme de U m telle que la restriction de H a A 
soit propre. Si T est un courant impair de U , de degre p ou de dimen- 
sion k = m — p, de support dans A, on peut definir son image HT, 
courant impair sur V , de degre p — r, r = m — n, ou de dimension k, 
par la formule (IX, 4; 1). Si T est d'ordre < h, il en est de me me de 
HT. Le support de HT est contenu dans Vintage par // du support 
de T • et HT est connu dans un ouvert O de V des que T est connu 

(*) Nous ne faisons la qu'operer des transpositions : H* et d commutent, done 
leurs transposees H et 6 commutent 
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dans H 1 (£2). L' application T —> HT est lineaire, lorsque T varie 
de maniere que son support reste dans A. Si H' est une application 0° 
de V dans une oariete W, et si H (A)CZD, ensemble ferme sur lequel 
H r est propre , alors, pour T a support dans A, (//'//) T = H' (HT). 
On a les for mules 

HTAa = H {Ta H* a), a forme C® sur V ; 

1 a A HT = ( — l) r ® H (H'ocaT), r = m — n; 

| 6HT = H6T; 

fix, 4; 9) / = (— l) r HcfT, r — m — ri. 

1 0(7)) HT = H0(£) T, si i est. un champ de vecteurs 
C® sur U, ayant pour image le champ 7)C® sur V; 

; HT = T si T est a support compact. 

J V J V 

On a des proprietes analogues pour des courants pairs el une appli- 
cation orienlee H de U dans V . 

II resuite de cc theoreino que II transforme les courants impairs 
formes (de cobord nul) a support compact de U, en courants ana- 
logues de V, et les courants impairs de U qui sont des cobords de 
courants a support compact, en courants analogues de V. Done 
H dclinit une application lineaire de l’espace vectoriel de coho- 
mologie des courants t.ordus a support compact de U dans 1’espace 
analogue de V ; avee conservation des dimensions. Si H est propre, 
il en est de memo pour les cohomologies a support quelconque; 
si H est one application orientee, pour les cohomologies non tordues. 
Cette image directe des cohomologies correspond en fait, en topo- 
logie algebriquc, a I image directe des homologies dcPinies par les 
chaines singulieres a support compact; une chatne est en elTet un 
courant tordu. Le theoreme I page 355, qui montre Fidentitc des 
cohomologies de courants et de for mes C®, au moins pour U et V 
sans bord, permet alors de comparer les operations H (dehnie ici) 
et H* (delinie page 320) sur la cohomologic ; e’est ce que nous ferons 
a rexemple G page 368. 

Donnons quelques examples. 

Excmple 1. Image d'unc mesure de Dirac 

Sort % (a) la mesure de Dirac relative a a e U, qui est un m-courant 
impair. On a : 

(IX, 4; 10) 


H ^(a) — &H(o> 
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Plus, generalement, si X est un /r-vecteur au point a de U, il d6fmit 
un (m — /c)-courant impair suivant l’exemple 3 page 325; l’image 
par H de ce courant est He ( n — /r)-courant impair qui est defini 
par le /c-vecteur, image de X par l’application lineaire tangente 
a H au point o de U. 11 y a bien conservation de la dimension des 
courants, et non du degre. 


E.cemple 2. Application constante 


Supposons que H soit une application constante, appliquant 
toute la variete U sur un meme point b de V. Soit alors T un 
m-courant impair sur U a support compact. On a : 


HT (<p) = T(H» = T ( 9 («)) = <p(a) T(l) - 

(IX, 4; 11) ( = (/u-)*" (9> ’ 

I done HT = ( ^ t) S ut . 


Cette formule est tout aussi bien valable si T est une m-forme 
impaire indefiniment derivable, et cet exemple montre alors que 
V image d' un courant defini par une forme nest pas ndcessairemenl 
defini par une forme. Si T est un courant impair de degre < m sur 
U, son image est nulle et (IX, 4; 3) reste valable. 


Exemple 3. Image d'une chaine 

Soit r une chaine de U, de dimension k; on sait (exemple 5, 
p. 326) qu’elle deiinit sur U un (m — /c)-courant impair. Son image 
HT est definie par : 

(IX, 4,; 12) Hr(q>) = r(H»= [ H* 9 = f 9 . 

j r j h (T) 

C’est done precisement le courant defini par la chaine image de T 
par H, utilisee dans la th6orie des chalnes singulieres. II a toujours 
la meme dimension k, et c’est un (n — /c)-courant impair. D’ailleurs 
une chaine sur V, definie par une variete orientee W, et une appli- 
cation H de W dans V, n’est autre que l’image par H de la chaine 

sur W, definie par W elle-meme et son orientation |^0-courant 

impair 6 —*■ f ?)* 
v w ) 
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Exemple 4 . Extension (Tun courant dep.ni sur une sous-variete 
fermee 

Soit U m une sous-variete fermee de V", et soit J l’injection de U 
dans V. Alors J est propre. Si w est une forme sur V, son image 
reciproque J* co n’est autre que la forme induite % par « sur U. 
Alors, si T est un courant impair sur U, son image T v = JT, definie 
par T v (9 ) = T_(<pu), s’appelle l’extension de T a V. T a son support 
dans V ; 1 ’application T — *• T v est lineaire continue injective. Elle 
conserve la dimension, mais non en general le degre; elle conserve 
le degre si U et V ont meme dimension. Les formules (IX, 4 ; 9 ) 
donnent ici 

/ ± v A a = (T A «u) V 

(IX 4 - 13 ) ) a A I v = (— !) ra («u A T) v , r = m — n; 

’ ’ ) b (T v ) = (b T) v 

( d(T v ) = (- 1 )- (dT) v , r = m — n. 

• i 

Theoreme II bis. Soit V une variete, soit U une sous-variete fermee 
de meme dimension , telle que les bords de U et de V soient sans point 
commun. Alors V extension J : T —* T y est un isomorphisms de 
Vespace vectoriel topologique 2 >' ( U ) des courants sur U t sur Vespace 
vectoriel topologique 3 )^ (V) des courants sur V a support dans U ; 
cel isomorphisms conserve les degres et le cobord. 

Demonstration 

Le theoreme etant local par partition de 1 ’unite, on est ramen6 
au cas ou U est Rl et ou V est R n ; on peut alors oublier les courants 
et parler de distributions. La surjectivite de J se voit. alors comme 
suit. Soit S une distribution sur R n a support dans R* . Pour toute 
fonction <p e 3 ) (R" ), soit 9 un prolongement de 9 en une fonction 
C® sur R n a support compact; posons T (9) = S (9). Le resultat 
est independant du prolongement choisi 9 pour 9; car, si 9 X et 9 2 
sont deux tels prolongements, 9 t — 9 2 est nulle sur R!L ainsi que 
toutes ses derivees, et S a son support dans R* , done S (9! — 9 2 ) = 0 
d’apres le theoreme XXXIII du chapitre 111. Alors 9 — ► T (9) est 
une forme lineaire sur 3 ) (R^.). Si 9, converge vers 0 dans un 
on peut choisir les <p f de maniere qu’elles convergent vers 0 dans 
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2 ) (R n ) (*)'; done 9 — *- T ( 9 ) est continue, et T est une distribution 
sur JRl. On a T E * = S; ce qui montre la surjeetivite. T — ► T 14 ' 
est continue; pour montrer l’isomorphisme, nous devons montrer 
que, si S,- converge vers 0 dans 2)' (R n ), T , converge vers 0 dans 
CD' (Rl). Cela veut dire que T, (<p) converge vers 0 uniformcment 
pour 9 bornee dans 2) (Rl) : mais la encore des 9 bornees dans 
2) (Rl) peuvent etre prolongees en des 9 bornees dans 2) (R n ) (*), 
d’oii le resultat, puisque les S, sont supposees converger vers 0 
dans 2)' (Rl). 

Exemple 5. Prolongement d' un courant defini sur un ouvert 

Soit U une partie ouverte de V". Alors l’injection canonique 
J de U dans V n’est pas propre, mais sa restriction a toute partie F 
de U, fermee dans V, est propre. On peut definir JT pour tout 
courant impair T de support dans F; JT a encore le support F. 
JT n’est autre que le prolongement canonique de T a V defini 
par recollement des morceaux, a partir de T dans U et 0 dans (J F. 

Exemple 6. Degre topologique , image directe de 1 

Soient U et V des varietes sans bard compactes de nienie dimen- 
sion n, V connexe. Si H est une application C°° orientec de U dans V, 
elle a alors un degre topologique de Z. On peut le determiner commc 
suit. D’apres le theoreme de Sard (*), Tcnscrnble des x ou la dcri- 
vee IT (x) n’est pas de rang n a une image B de mesure nullc dans V. 
Soit t/eCvB- Alors H _1 ({t/}) est (ini. Si p est le nombre des 
({y}) oil le transport d’orientation par 1 1 ' (re) coincide avec 
celui de H ( x ), et q le nombre de eeux oil e’est le transport oppose, 
on a d — p — q. 

Montrons que T image H (1) de la fonction constante 1 par l’appli- 
cation orientce H n’est autre que la constante d. Tout d’abord 
la 4 e formule (IX, 4; 9) montre que H 1 a un cobord nul; mais, sur 
une variete connexe compacte sans bord, un 0 -courant pair de 
cobord nul est une fonction constante (1° du theoreme I de de Rham 

p. 355). 

Pour calculer cette constante H 1, il suffit alors de le faire au 

(*) Voir le passage de 9 a 9 a la note (*) de la page 313. A cet endroit, 9 est ap- 
peie G> 

(*) Voir Sahd [1] 
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voisinage d’un point 6efJ v B. Le point b a .un voisinage ouvert C U‘ 
connexe tel que H -1 (V) ait un nombre fini de composarttes connexes 
Hi - 1 (*17), k = 1,2, ..., p -j- q, et que H soit un difTeomorphisme de 
chaque H* 1 ( t B) sur V. Si p est le nombre des k pour lesquels ce 
difTeomorphisme transporte l’orientation eomme H, q le nombre 
de ceux pour lesquels il le transporte de maniere opposee, d — p — q. 


Soit (V). Alors < H 1, 9 > = < 1, H*£ > = y 
Mais (* 


J HP IV) 

i— 1 


/q T \ 9, par transport de structures, vaut -t- ( 9 selon 

j H7> V u ) " J V ~ 

que H transporte on non les orientations de H7 1 (V) comme H; on a 


done bien < H 1, 9 > = < d, 9 > ou H 1 = d. 

Le premiere forinule(IX, 4;9)donne alors le remarquable resultat 
suivant. 

Soit a une forme C“ sur V ; on a : 


H (1 A H* a) - HI A a ou 

(ix,4;13 6w) H H*a = d . a. ( 1 ). 

Si alors d 0, l’operateur H* est inversible a gauche; en tant 
qu’operateur des cspaces vectoriels de cohomologie ; il est done 
injectif, et, pour chaque degre p, le p-ierne nombre de >Betti de U 
est au moins egal a celui de V. L'operateur H des espaces vectoriels 
de cohomologie est inversible a droite, ce qui donne la rrieme' 
conclusion sur lc nombre de Betti (cohomologie des formes C" 
ou des courants sont les memos d’apres le theoreme 1, p. 355). 
Ce resultat sur les nombres de Betti est un ancien theoreme demon- 
tre par Hopf ( 2 ) par des methodes de pure topologie algebriquc, 
dans un cas plus general que celui des varietes. 

Naturclloment (IX, 4; 13 bis) est valablc par continuity, mcme 
pour des formes a simplement continues; si la condition C du 
theoreme III qui sera donne page 377 est rcalisce, il est valablc si 
on rem place a par un eourant quclconque sur V. 


Cas de varietes oriente.es 

Si U et V sont orientees, toute application H dc U dans V definit 
aiissi une application orientee H, comme suit. 

(*) Nous n’ccrivons pas da, mais d. a, pour qu’il n'y ait pas confusion avec le 
cobord de a; e’est le prnduit de a par d 
( 2 ) Voir lloer [1] 
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Soient U+ et U_ les 2 composantes de U defmies par F orientation 
de U; soit Pjf la projection de U sur U, et Pf*_ ses restrictions 
a tJ+ et U_; la premiere est un isomorphisme conservant les orien- 
tations, la deuxieme un isomorphisme les inversant. De meme 
pour V'. Posons : 

H = S ( P(r+ ) -1 * H * Pff + sur 

I (Pir__) -1 • H • Pff_ sur U_. 

(noter que 1’application orientee obtenue n’est pas arbitraire, 
puisqu’elle applique necessairement U+ dans V + et 0_ dans V_). 
On voit done qu’en utilisant, soit H, soit H, on peut defmir, a partir 
de H, aussi bien l’image directe d’un courant pair que l’image 
directe d’un courant impair. On passe d’ailleurs de l’un a I’autre 
grace a la correspondance entre courants pairs et courants impairs, 
definis par les orientations de U et V. Naturellement 1’image d’un 
courant pair change de signe si l’on change l’orientation de I’une 
des deux varietes sans changer l’autre. Ceci montre que I’image 
d’un 0-courant pair ^ 0 (d’une fonction ^ 0 par exemple) n’est 
pas necessairement un 0-courant pair ^ 0, pour m = n. 

Cas d’un diffeomorphisme. Transport de structure 

Supposons maintenant que H soit un diffeomorphisme de U n 
sur V". II definit alors, par simple transport de structure, un difFeo- 
morphisme de U sur V, conservant les orientations, et par conse- 
quent une application orientee H. Il permet done, comme prece- 
demment, de trouver les images directes aussi bien des courants 
pairs que des courants impairs. Ces images d’ailleurs ne sont autres 
que celles qu’on obtient par le transport de structure H, ce qu 
permet d’ecrire partout H au lieu de H, H, suivant les cas. D’ail- 
leurs, dans ce cas particulier, le transport de structure permet 
aussi de defmir les images directes des formes paires et impaires, 
et il conserve la correspondance qui, a une forme paire ou impaire, 
fait correspondre un courant du meme type. Ce que nous avons 
appele H* peut dans ce cas s’appeler aussi H _1 , et s’obtient par 
le transport de structure H" 1 . On a d’autre part la formule : 


(IX, 4; 14) H/ (y) = / (H~* (y)), H/ (K (*)) = / (*), 
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si / est une fonction sur U, x e U, y e V. C’est pourquoi, si T est 
un O-courant pair, ou meme parfois un courant quelconque, on 
se permettra de designer par T H _, te) 1’ image par H du courant T.. 
D’autre part, on a 

(IX, 4; 15) HT (9) = T (H-1 9 ), HT (H 6) = T ($), 
pour <p e 0> (V), , * e © (U), T 6 ©' (U). 

Si Tei)' (U), 9 e 2) (V), 

la premiere formule (IX, 4; 15) s’ecrit aussi : 

(IX, 4; 16) HT (<p) = (T) x (<p (H (a?))) 

ou ®^»(?(y)) = ©.(?(H (*))). 

II est bon de noter que, si d’une part H est un diffeomorphisme 
de U n sur V n , et si d’autre part U et V sont des varietes orientees, 
les applications ft definies par les deux procedes pr6c6dents ne 
sont pas necessairement les memes. II ne le sont que si H est un 
isomorphisme des structures de varietes orientees de U et V, c’est- 
a-dire transporte l’orientation de U sur l’orientation V. Remar- 
quons encore que, si H est un diffeomorphisme, et si a est une 
n-forme impaire indefiniment differentiable et partout > 0 sur U, 
alors Ha est une forme analogue sur V. La correspondance definie 
par a entre 0-courants pairs et n-courants impairs, est transport6e 
par H sur la correspondance definie par H a entre 0-courants pairs 
et n-courants impairs. 

En particulier, si V" est une variete indefiniment differentiable 
orientee, munie d’une /i-forme a > 0 indefiniment differentiable, 
et si H est un automorphisme de cette structure, c’est-a-dire un 
diffeomorphisme de V sur elle-meme, conservant l’orientation et 
la forme a, alors H conserve la correspondance entre courants 
pairs et impairs definie par 1’orientation, et entre degres 0 et n 
definie par I’orientation et a. On pourra done parler de l’irftage 
par H d’une distribution de V. C’est ce qui arrivera par exemple 
si V = G est un groupe de Lie, muni d’une orientation invariante 
a gauche et d’une mesure de Haar a = dx invariante a gauche. 
Comme ici H (#) s’ecrit aussi ax (ou x -f a si G est obelien et note 
additivement), HT, pour un courant quelconque, pourra se noter 
T «~>* ou T*_ 0 . 
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Comme autre exemple important, considerons un espace vet 
toriel V rt de dimension n sur le corps des reels, et soit H une appli- 
cation ftn'eaire de V dans lui-meme. C’est une application indefi- 
niment differentiable et les resultats generaux sont valables. H est 
un difFeomorphisme si et seulement si det H ^ 0. Si dx est une 
mesure de Lebesgue sur V, son image par H est dx I det H j -! . On 
a en effet : 

(IX, 4; 17) H (dx) . <p = dx . (H- 1 q>) = f <p (H (*)) dx = 

J v 

= W ldH H_11 dy = fdlfTTl ^ 9 - 

H laisse done invariantes les mesures de Lebesgue, si et seulement 
si det H = ± 1. Enfin H conserve l’orientation si et seulement 
si det H > 0. • 

Si done H est le determinant + 1> et si 1’on a choisi une mesure 
de Lebesgue dx et une orientation de V, H laisse cette structure 
invariante, et par suite conserve les identifications entre eourants 
pairs et eourants impairs de meme degre, ainsi qu’entre degresOetn. 
On pourra, dans ce cas, parler de distributions sur V et des images 
par H de distributions sur V. 

Au contraire, on ne peut le faire pour det H ^ 1 qu’a condi- 
tion d’attribuer au mot « distribution » un sens bien precise, par 
exemple 0-courant pair comme nous l’avons dit page 339. Prenons 
par exemple V = R n , et considerons la distribution 8 et une appli- 
cation lineaire H de V dans V. Si on considcre 8 comme n i courant 
* » » 

impair 8, on a H8 = 8. Si on le considere comme n-courant pair, 

nn 

8, H8 n’a pas de sens a priori puisque H n’est pas une application 
orientee. Mais, pour det H ^ 0, H est un difFeomorphisme, et on 
peut de toute fagon definir HS par transport dc structure. Si det 
H > 0, H est un automorphisme de la structure de variete orientee 

n n 

de R", done H8 = 8; si det H < 0, H inverse l’orientation done 
conserve au signe pres la correspondence, definie par 1’orientation, 

n n 

entre eourants pairs et impairs, done H8 = — 8 (*). 

(*) Mais si on appelle H (’application orientee associee a H par l’orientation de R", 

^ * 

If 8 a toujours un sens (mais ne peut pas se definir par transport de structure si 
• ^ • 

det II ^ 0). Alors on a toujours 118 = 8, quel que soit H; voir page 371 
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Si on considere 8 comme O-courant impair 8 , definissant sur © 

la forme lmeaire 8 ( cpdx ) = <p ( 0 ), oil dx est la forme differentielle 
dx j A dx t A ... dx n , on aura 

(IX, 4; 18) H 8 (<p dx) = 8 (H* (9 dx)) 

= & (? ( Hx ) (det H) dx lA dx a ... A dx n ) = 9 (0) (det H) 

= (det H) 8 (9 dx), done H 8 = (det H) 8 . 

0 0 

Si enfin on considere 8 eomme 0-courant pair 8 , H 8 n’aura de sens 
que pour det H ^ 0; alors, en raisonnant comme plus haut, on 

aura H S = ) det H | 8. 

Recapitulons : 

(IX, 4; 19) H 8 = 8 , H 8 = | det H ! 8 

H 8 == (signe de det H) 8 , = (dSt H) 8 , 

si det H^O. 


§ 5. Changement de variables. Images reciproques de cou- 

RANTS (*) 

Change me nts de variables 

Soit H une application indefiniment differentiable de U" dans 
V". Notons x un point courant de U, y un point courant de V. 
L’application s’ecrit x — *■ y — H (x). Effectuer le changement de 
variable y = H (x), pour une fonction / sur V, e’est remplacer 
y par H (x) dans / (y). On obtient ainsi / (H (x)), qui definit la 
fonction / 0 H sur U. Le resultat obtenu n’est done autre que Fimage 
reciproque de / par H, notee aussi H* / : (H*/) (x) = / (H (x)). 
Existe-t-il un tel changement de variables pour les courants, 
e’est-a-dire une operation simple qui, a chaque courant T sur "V, 
fasse correspondre une image reciproque H* T, qui soit un courant 
sur U? Si T se note T*, son image reciproque pourra alors se noter 
T H (x>- 

( 1 ) Beaucoup de changements de variables dans les distributions ont 6t6 utilises 
en physique. Le premier article mathematique sur le sujet semble fttre celui d’ALBER- 
toni-Cugiani {!] 
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Image directe des formes impaires indefiniment different! aides 

Nous allons voir que, dans eertaines conditions, une telle image 
reciproque existe pour les courants pairs. Suit S un courant impair 
de degre p sur U, a support compact. II possede une image 
directe HS, courant impair a support compact do degre p — r, 
avec r = m — n, sur V. Si S est une forme differentielle impuire to, 
meme indefiniment differentiable, nous avons vu (exemple 2 , 
p. 366) que l’image Ho n’est pas necessairernent ellc-mcme une 
forme. Mais supposons que Fimage directe du courant impair // to 
defini par une forme impaire to, indefiniment differentiable a, support 
compact, soit tou jours une forme impaire indefiniment differentiable ; 
ce que nous ecrirons par //© C 3). Alors l’application H ainsi definie 
de dans 3) H(K) , K compact de U, est continue. 

II suffit en effet d’appliquer le theoreme du graphe ferme. L’appli- 
cation image directe H : T —* HT, de (U) dans ^ (KI (V), est 
continue, done son graphe est ferme dans (U) X Shik)(V); 
a fortiori Intersection de ce graphe avec le sous-espace 2 ) K (U) 
X 3>h(k> (V) est fermee pour la topologie de ce sous-espace, plus 
fine que la topologie induite. 

Comme © K et JD H(K) sont des espaces de Frechet, on en deduit 
bien que l’application H est continue (*), done elle Test aussi de 
2) (U) dans © (V). Ces circonstances ne peuvent se produire que 
si m ^ n, ou r 0; si en effet m < n, H (U) est un ensemble de 
mesure nulle dans V (e’est le theoreme de Sard ), et alors, si 
9 e 3) (U), Hcp_ a pour support un compact sans interieur done ne 
peut pas etre une forme C“ sans etre nulle; mais alors H (2)) serait 
nul, done H (2)') par passage a la limite, ce qui est absurde puis- 

m n 

que H S (a) = S H(a) pour tout a e U. 

Image reciproque des courants pairs 

Posons alors, pour un courant pair T de degre p sur V : 

(TX,5;1) H*fr. 9 = (-1)"'T.H I , 
ou 9 . H* T = H £ . T ( 2 ), quelle que soit 96 ® (U). 

(*) Bourbaki [6] fascicule XV, chap, i, § 3, n° 3, corollaire 5 du theoreme I, p. 37 

{*) Pour avoir une bonne formule, on voit qu’on doit mettre H dans le terme de 
gauche du produit scalaire, Hj>.T et H* dans le terme de droite <p.H*T 
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Nous definissons ainsi un courant pair H*T de degre p, c’est-a- 
dire de meme degre que T. Si maintenant, lorsque cp est seule- 
ment k fois continument differentiable a support compact, H<p Test 
aussi, autrement dit si l’on a H 3)* C 3)*, l’application H est encore 
continue de 3>| dans 2 >h<kj- Alors, si T est d’ordre < k , il en est de 
meme de H*T, et la formule (IX, 5; 1) reste vraie pour cp e 3)*. 

Lorsque les conditions • precedentes sont realisees, l’applica- 
tion H* est lineaire de 3)' (V) dans 3)' (U), et dans le cas plus parti- 
cular ci-dessus indique, de 3)'* (V) dans 3)'*(U); elle est aussi 
continue, puisque transposee de l’application continue cp — ► Hep de 
3) (U) dans 3) (V) (resp. 3)* (U) dans 3)* (V)). On peut done l’obtenir 
en prolongeant par continuity l’operation H* de 6 (V) dans £ (U). 
Si T est une forme differentielle o> continue , H*o> coincide avec 
son image reciproque usuelle, notee aussi H*o>. II suffit, pour le 
montrer, de voir que Hjg.co = cp. H*w, quelle que soit cp e 3) (U), 
H* o> etant l’image reciproque usuelle. 

Considerons en effet la formule (IX, 5; 1) ecrite avec d’&utres 
notations : T remplaee par 9 , 9 remplaee par < 0 . Elle etait valable 
pour 96 3 y (U), to e 3) (V), H propre sur le support de 9 . Mais 
nous avons vu que, si 9 etait a support compact, on pouvait pren- 
dre to a support quelconque (p. 323) ; et que, pour 9 d’ordre 0, 9 e 3)'°, 
on pouvait prendre to continue; cela donne exaetement la formule 
cherchee H 9 .w = 9 ,H*w, dans les conditions oil nous nous pla?ons 
ici (!). 

Proprietes elementaires de V image reciproque: transitivite, support, 

multiplication, cobord 

II y a naturellement transitivite des operations « image reci- 
proque », Si H x et H 2 sont des applications de U dans V et de V 
dans W respectivement, pour lesquelles on peut definir une image 
reciproque, il en est de meme pour H 2 oHi, et l’image reciproque 
( H 2 o Hj) * s’obtient par composition des images* reciproques : 
(HjjoHj)* = Hj* o H 2 *. 


(*) On pourrait se demander ce qui en est si o> est une forme localement sommable, 
definie presque partout. 11 nous apparait comrae peu probable que la seule hypothese 
H®c3) entraine que l’image reciproque usuelle d’une forme localement sommable 
soit localement sommable, et verifle la formule H<p.ci> = <p.H*t>» 
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Le support de H*T est contenu dans l’image reciproque 'H-’(A) 
du support A de T. En effet, si 9 a son support dans fj H' 1 (A), H 9 a 
son support dans H (5H~ 1 (A)) C QA; par suite H9.T =0, done 
oil a bien <p.H*T = 0. Il suit de la que, si T est connu dans un 
ouvert £2 de V, alors H*T est connu dans H -1 (£2). En effet, 
si Tj et T a sont deux courants sur V, qui coincident dans £2, T, — T 2 
a son support dans (J £2. Done H* (T t — T 2 ) a son support dans 
H -1 (g£2) = C H _1 (£2) et par suite H'T 1 ! = H*T 2 dans 1 I -1 (£2). 

La condition H3)C 2) qui permet d’affirmer l’existence d’une 
image reciproque est purement locale sur U. S’il existc une farnille 
d’ouverts (£2*)^ de U, telle que, pour la restriction de H a chacun 
d’eux £2,., il existe une image reciproque, alors il en est de meme 
pour H elle-meme. 

(En effet, on peut grace a une partition de l’unite subordonnee 
au recouvrement (£2*)^, representer 96 2) (U) comme une somrne 


finie 



<p t , oil 9 f a son support dans £2*. D’apres rhypothese, le 


courant Hj>, est une forme indefiniment differentiable de V, et par 


suite il en est de meme du courant H9 



D’ailleurs, dans 


ce cas, H*T sera defini localement dans U : H*T est, dans £2,, 1’image 
reciproque de T par l’application H de £2,- dans V; et II'T, dans U, 
est le recollement de ces morceaux de finis dans les £2,.. Il cn resulte 
en particular qu’on peut definir H*T, meme si 11 ne verifie pas les 
conditions exigees en tant qu’application de U dans V, pourvu 
que T ait son support dans un ferme A de V, et qu’il existe un 
voisinage ouvert de H -1 (A) dans U, tel que la restriction de 
H a U, verifie les conditions requises. On calculera en effet. II,T 
pour cette restriction H,, le resultat trouve ayant. son support 
dans H“ 1 (A), qui est un ensemble ferme de U; HfT possede alors 
un prolongement canonique en un courant de U mil dans |JA, 
que nous appellerons toujours H*T. Le resultat est evidemment, 
independant du choix du voisinage U!; on a d’ailleurs toujours 
(IX, 5; 1), oil < H 9, T > a un sens comme produit scalaire de deux 
courants dont les supports singuliers sont disjoints (le support 
singulier de T est contenu dans son support A ; et le support singu- 
lar de H9 est dans IJUj). 
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Nous pourrons done enoncer la proposition : 

Theoreme III. Soit H une application indefiniment differentiable 
d une variete indefiniment differentiable U m dans une autre V n . 
Supposons que H verifie la condition C fresp. C k ) : Vintage par H 
<T un courant impair a support compact defini par une forme diffe- 
rentielle impaire indefiniment differentiable fresp. !i fois continument 
differentiable) est une forme impaire indefiniment differentiable 
fresp. k fois continument differentiable). Alors , pour tout courant 
pair T ( resp. pour tout courant pair T d'ordre < de degre p sur V, 
on peut definir par fIX, 5; 1) une image reciproque H*T , qui est un 
courant pair de degre p fresp. un courant pair de degre p, d'ordre < k). 
L' application H * ainsi definie est lineaire. Le support de H*T est 
contenu dans V image reciproque H~ l (A) par H du support A de T. 
Si T est connue dans un ouvert Q de V, alors H*T est connu dans 
Si H est diffeomorphisme de U m sur V H , Voperation H* 
existe toufours, et coincide avec le transport de structure par H~ l . 

Si a est une forme paire indefiniment differentiable fresp. k fois 
continument differentiable et si T est d'ordre < k^, et si £ est un 
champ de vecteurs indefiniment differentiable sur U m , ay ant une 
image directe qui soil un champ de vecteurs indefiniment differen- 
tiable t], on a les formules: 

(H* (T A a) = H* T A H* a 

nxx.n H*(a A T) = H*« A H*T 

' ’ ’ ' 1 H* d T = d H* T (si T est d’ordre < k - 1) 

[ H* (0 (ij) T) = 0 ($) H*T (si ~ Jt d’ordre < k- 1), 
les deux dernieres supposant U et V sans b »•<? ( 1 ). 


Si U m et V n sont des ouverts de R*, oi s variables s'appeUent 
o 

Yi> respectivement, si T est un 0-coura r tair , et si H est definie 
par les fonctions y f = H , (x 1? x 8 , ... x n ), - 1, 2 ... n, on a la for- 
mule de « derivation des fonctions compos . .• »: 


(IX, 5; 3) 


Af - V ±*L lL\ 

* yJmx) 


\ 


(*) II suffit que U soit sans bord et que H JU) ’'e rencontre pas le bord de V, puis- 
que tout est local sur U. Voici un contre-exem e si U a un bord : 

Soit V sans bord, U = R_ X V, R_ = ] — •> , 0], H = projection R X V -*■ V. 

Soit T = 1 ; dT = 0, H* d T = 0, H* T = 1 = chaine U,dH*T = - b (chaine U) 
= — chaine b U — — chaine ({0} X V) ^ 0 
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On a des resultats analogues pour une application orientee H el 
des courants impairs. 

Tout a ete demontre, sauf (IX, 5; 2 et 3), qui sont vraies pour 
des formes C", done, en prolongeant par continuity, pour des 
courants. 

II faut maintenant voir des cas oil la condition C indiquee au 
theoreme III est realisee. 

Cas ou H est un diffeomorphisme local 

Supposons que U soit un ouvert de V. On sait alors que tout 
courant T de V induit un courant sur U. Ce courant induit n’est 
autre que l’image reciproque H*T, correspondant a 1' injection 
canonique H de U dans V. En effet, l'application 9— *• Hep n’est 
autre que l’injection naturelle de © (U) dans 2) (V). Cet exemple, 
combine avec celui du diffeomorphisme et avec le caractere local 
des conditions requises pour H, nous donne tout de suite un exemple 
bien plus interessant : si H est un diffeomorphisme local de U dans V, 
alors on peut definir des images reciproques des courants pairs. 
Rappelons que H est appele diffeomorphisme local, si tout point a 
de U possede un voisinage U 0 tel que H (U a ) soit ouvert dans V 
et que la restriction H„ de H a U 0 soit un diffeomorphisme de U 0 
sur H (U a ); alors l’application H„ de U 0 dans V est la composee du 
diffeomorphisme H a de U a sur H (U a ), et de l’injection naturelle 
de ce dernier dans V, et, pour chacune de ces deux applications, il 
existe des images reciproques; il en existe done pour l’applica- 
tion IT a de U a dans V, et, par suite du caractere local, pour l’appli- 
cation H de U dans V. En outre, on voit explicitement comment 
s’exprimera H*T pour tout courant T de V; est, dans U 0 , 

le transports de la restriction de T a H 0 (U a ), par H 7 1 ; et, dans U, 
H*T est le recollement de ces morceaux definis dans les U 0 . Remar- 
quons aussi qu’un diffeomorphisme local definit canoniquement 
une application orientee. Car H 0 definit une application orientee H 0 
de U a dans V (voir p. 370) et on definit H par recollement des H 0 . 
On peut done aussi prendre les images reciproques des courants 
impairs. 

Exemple : Changements de variables a une dimension 

Nous allons tout de suite en deduire les formules relatives aux 
exernplcs les plus simples, correspondant aux applications y = H (ar) 
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de la droite reelle R dans elle-meme. Distinguons to uj ours les noms 
des variables x et y, respectivement pour l’objet et l’image, bien 
qu’ici U = V = R. Soit T„ un courant sur R, de support A, et 
supposons qu’en tout point de l’image reciproque H' 1 (A), la deri- 
vee H' soit ^ 0. Alois il existe aussi un voisinage il de H -1 (A), 
dans lequel on a partout H' ^ 0. Mais alors H est un diffeomor- 
phisme local de dans R £ et par suite H*T existe. Nous allons 
exprimer explicitement cette image reciproque. 
i i 

1° Soit d’abord 9 e 3) x une 1-forme impaire. Nous pouvons 
l’ecrire dx, oil dx est la mesure de Lebesgue sur R, consideree 
comme 1-courant impair. Si il* est un ouvert de il, tel que la res- 
triction H, de H a il, soit un difleomorphisme de il, sur H# (il,), 
et si ^ a son support dans il,, alors, par transport de structure, 
on a : 

(IX, 5; 4) H (* (x) dx) = ^ (Hr 1 (y)) 

- ❖(Hr 1 (y)) rff 

Si maintenant ^ a son support dans il, si (il,)* e i est un recou- 
vrement de il par des ouvcrts du type precedent, et si (a,),^ est 
une partition de l 1 unite subordonnee, on voit que : 

(IX, 5; 5) H(+(x)rfi) = 2“ i ( H r , (!/)) 

i 

011 0 est la fonction definie par : 

(IX, 5; 6) = 2 mkr 

H(x)-y 

la somme 2 designant une somme toujours finie, en vertu de l’hypo- 
these faite sur H ( J ). Cela montre que l’image reciproque d’un 
0 

0-courant pair T est definie par « 

(IX, 5 ; 7) Thu - * (*) dx = T • H (* (x) dx) = T „ • 6 (y) dy (•). 

(*) Pour y donne sur R, l’image reciproque H -1 ({v}) est peut-etre un ensemble 
infini, mais cet ensemble ne contient qu’un nombre borne de points sur le support 
de 9. puisque ce support peut etre recouvert par un nombre fini des Q*, sur chacun 
desquels H — H ( est bijective 

(*) Comme T est de degre 0, on peut, dans (IX, 5; 1), intervertir les termes de 
chaque produit scalaire, sans changement de signe 
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i * 

2° Soit maintenant 9 e ©* un courant reprise nte par une 
1-forme paire. Un calcul analogue peut se faire (en rempla^ant H 
par l’application orientee H canoniquement associee au diffeomor- 

phisme local H). Cette fois-ci 9 — 4* (a:) dx, oil dx doit etre pris 
comme une forme differentielle ordinaire de degre 1, differentielle 
de'i, et non comme une forme impaire. On devra done remplacer 

| H' j par H/ dans ( T X, 5; 5, 6 et 7), et l’on aura, a part cela, la 

0 

meme formule finale pour un 0-courant impair T. 

00 

3° Soit maintenant 9 e ID,, une fonction ordinaire. Si 9 a son 
support dans son image directe, definie par transport de struc- 
ture, est 

(IX, 5 ; 8) (H, 9) ( y ) = 9 (Hr 1 (y)). 


On aura done finalement : 


(IX, 5; 8 bis) 
avec : 


(H 9) (y) = ^ a< ( H< 1 ? ( Hr * ^ = 6 (y)» 

i 

0 (y) = 2 9 




et par suite I’image r6ciproque H*T, d’un 1-courant impair est 
donnee par : 


(IX, 5; 9) T Hte , • 9 (*) = T,* 0 (y), T e 2)^. 


0 (i 

4° Si enfin f elD, est une fonction tordue, on peut Tecrire 
0 

9 = e 6 oil 6 est une fonction ordinaire, e la fonction tordue repre- 
sentee par la constante -f- 1 associee a 1’orientation canonique de R 
et la constante — 1 associee k l’orientation opposee. On doit faire 
attention dans le transport de structure H<, et 1’on voit facilement 
que H 4 9 est defini par : 

(IX, 5; 10) H, (e <|> (x)) = ± «■+ (Hr- (y)). 


Dans cette formule, le signe ± est + si H' (H -1 (y)) > 0 et — si 
H' (H _1 (y)) < 0. Dans ces conditions, on aura : 

(IX, 5 ; 11) H (e * (*)) = « 2 = fc (Hr * {y)) * (H<_1 {y)) = 

= £ 0 (y), avec 0 (y) — i <•!> (#), oil ± est le signe de H' ( x ). 


H(zl— * 
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Finalement, pour un 1-courant pair Ti • 

(IX, 5; 12) T Hto) .« 4, (x) = +,.e0 (y). 

Ces quatre formules montrent que le resultat obtenu depend 
essentiellement de la nature du courant consider^, suivant qu’il est 
pair ou impair, de degre 0 ou de degre 1. II est done impossible de 
parler de l’image reciproque d’une distribution ou du changement 
de variable dans une distribution, sans specifier le sens precis du 
mot « distribution »; ceci, parce que la fonction H n’est pas un 
diffeomorphisme, et que, meme si elle l’etait, elle ne serait pas pour 
cela un automorphisme de la droite r6elle munie de son orientation 
canonique et de sa mesure de Lebesgue canonique. Si T est une 
distribution donnee sur R, elle represente quatre courants, respec- 
tivement pairs et impairs, de degre 0 et de degre 1. Si les conditions 
considerees plus haut relativement a H sont verifiees (H' ( x ) 0, 
en tout point de H -1 (A)), ces quatre courants ont des images reci- 
proques qui sont des courants de R de nature differente. A chacun 
de ces courants est associee une distribution, puisque R est munie 
d’une orientation et d’une mesure de Lebesgue canoniques, mais ces 
quatre distributions seront en general distinctes. Partons par 
exemple de la distribution 8 V sur R. La condition requise par H est !a 

suivante : H' (a) # 0, pour tous les points a tels que H (a) = 0. 

o o » 1 

Dans ces conditions, si I on designe par 8, 8, 8, 8, les quatre cou- 
rants que l’on peut associer a cette distribution, les images reci- 
proques de ces quatre courants par H seront les suivantes: 


(IX, 5; 13) 


2 Wo 


H(al— 0 

V 


)) 


0 0 " £ 
- h,z ' = 2i, W) - 

H(o )=-0 

} * (signe de H' (a)) 8^, 8 mx) = ^ ?•-« 

\ H(a)-0 H<0)-0 

et il leur corresponds par suite les quatre distributions suivantes : 

2 ! H' (a) ! 2 h>) S m ’ 

Ko) = 0 H(a) = 0 ft 

) 2(si g nedeH'(a))8_ 2 s - 


(IX, 5; 14) 


\ H(o)-0 H(o)-0 

On aura par exemple, la formule suivante : 


(IX, 5; 15) SL, 

(*) 8x* n’a pas de sens 


2 la ! 


o o 

(^*+o 4- K 


,), pour a # 0( ! ). 
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Parler de l’image reciproque de 8 par H, ou de 8 H(a .), n’a done 
pas de sens si on ne specific pas de quel 8 il s’agit. Nous avons 
indique page 339 que « distribution » voudrait dire « 0-courant 
pair ». Mais, pour 8, e’est ambigu, parce que le seul 8 ayant un 
sens sur une variete quelconque est la mesure de Dirac, le n-courant 

impair S (#) , a e V ; alors que, pour un physicien, Safest relatif au 

0-courant pair 8 sur la droite R. 

Si au lieu de partir de 8, on part de la distribution definie par une 
fonction /, les quatre courants qui lui correspondent sont evidem- 
ment les courants definis par les formes / (H (x)), ± e/{H (x)) 
( ± = signe de H' (x)), / (H (x)) H' (x) dx, { (H (x)) | H' (x) | dx. 

Nous l’avons deja vu pages 379 etsuivantes si /est continue. Mais 
e’est vrai aussi pour / localement sommable, car, au voisinage de 
chaque point a de R, H a est un diffeomorphisme, et H*i/ coincide 
avec le transport de structure par H^ 1 , qui est bien l’image recipro- 
que usuelle H*. Les distributions associees a ces quatre courants 
sont encore quatre distributions difTerentes : 

/ (H (x)), ± / (H (x)), / (H (x)) H' (x), / {H (x)) | H'(x) j. 


Donnons encore un exemple interessant. 

1 dy 

Considerons, sur R, le 1-courant pair P = P/ Y ( y ) — • EfTectuons 

* y 


le changement de variables y — H (x), H etant un C°° difTeomor- 
phisme de R sur R. Supposons pour simplifier H' > 0; alors 
H conserve l’orientation de R, et on peut confondre courants pairs 
et impairs. Supposons de meme H (0) = 0. La formule (IX, 5; 12) 
donne 


(IX, 5; 15 bis) < r HW , + (*)>« P / f ’ * (H"‘ (y)) & 

jo y 

= Km ( (H-My)) & - + (0) log i) 

**o c y e / 


«(*) - <M0) log i) 

«♦<► \J H-‘(«) \X) e / 


= ^ (I, 

= ix) d * 

- <!< (0) log + 4 (0) log H' (0)). 
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On peut done ecrire : 

(IX, 5; 15 ter) (pf\(y) 

^ U ! if-H(a) 

= P/ Y (H (*)) dx -u log H' (0) 8. 

Cela revient a dire, comme nous l’avions indique a la formule 
(II, 2; 25), que la methode d’integration par parties finies n’est pas 
invariante par changement de variables. 

On a de meme : 

(IX, 5; 15 quarto) (p/Y(- y)*f) 

v y/*-Hix> 

P/ Y (- H (*)) - log H' (0) 8. 

Mais alors : 

(IX, 5; 15 quinto) (^P~) = dx. 

Ceci subsiste naturellement meme sans supposer H' > 0 et 
H (0) = 0. > 

Les distributions « vp de Cauchy » se transformed par changement 
de variables, comme les fonctions correspondantes. 

Espaces fibres: integrale partielle d' une forme differentielle sur 

les fibres, image directe d'une forme differentielle de Vespace fibre, 

image reciproque d'un courant de la base. 

Le cas etudie precedemment, du diffeomorphisme local, est tres 
particulier. Voici un cas beaucoup plus general oil I’image reci- 
pr^que existe : 

Soit W r et V" deux varietes indefiniment differentia bles, et 
soit H la projection canonique de U = W X V sur V. Pour que 
U soit une variete, nous supposerons que W ou V est sans bord. 
Nous allons demontrer que, dans ce cas, si cp est une forme diffe- 
rentielle m fois continument differentiable, il en est de meme de 
son image directe Hip. Pour commencer, nous supposerons W orien- 
tee. II n’y aura done pas lieu de distinguer entre courants pairs et 
impairs. 

Donnons d’abord une interpretation nouvelle des formes diffe- 
rentielles. Sur une variete U, soit w une forme differentielle. et X un 
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multivecteur tangent en un point a de U. Alors < X, a (a) > , 
produit scalaire de X et du multieovecteur a (a), est un nombre 
complexe. Si l’on fait varier X, on voit que a definit une fonc- 
tion X — ► < X, <o (a) > , c’est-a-dire une fonction sur l’espace 
fibr6 'll des multivecteurs tangents a U. 

La restriction de cette fonction au sous-espace vectoriel des 
multivecteurs tangents en un point a de U est lineaire; et recipro- 
quement, toute fonction sur 'Ll, dont la restriction a chacun de ces 
espaces vec tori els est lineaire, est definie par une forme differen- 
tielle, sur U. Pour que w soit m fois continument differentiable, 
il faut et il suffit que la fonction qu’elle definit sur 'll soit m fois 

continument differentiable. Soit maintenant to une forme diffe- 
rentielle de degre p continue sur la variete produit W X V. On 
sait que l’espace vectorie 1 tangent en un point (a, b) de W X V 
est canoniquement isomorphe a la somme directe des espaces vecto- 
riels tangents au point a de W et au point b de V. Si done X est un 
r-vecteur tangent en a a W, il definit canoniquement un r-vecteur 
tangent en (a, b) a W X V, quel que soit be V. De la meme m a mere, 
si Y estun ( p — r)-vecteur tangent en b a W, il definit canoniquement 
un (p — r)-vecteur tangent en (a, b) a W, quel que soit ae W. Alors 
on pourra, avec une notation impropre mais qui n’est pas genante, 
parler de X A Y comme p-vecteur tangent en (a, i)aW X V. La 

forme w definit done une fonction (X, Y) — * < X A Y, w (a, b ) > 
sur I’espace produit *U) X V des espaces fibres H), 'll des r-vecteurs 
et des (p — r)-vecteurs tangents a W et V. Cette fonction est bili- 
neaire, quand X et Y varient en restant dans les espaces vectoriels 
de multivecteurs tangents en deux points a et b de W et V; et en 
outre, cette fonction est k fois continument differentiable sur X 'll, 
si to est k fois continument differentiable. 

Fixons le multivecteur Y. La fonction precedente definit alors 
une fonction continue sur *U), dont la restriction au sous-espace de 
multivecteurs tangents en un point a de W est lineaire, c’est-a-dire 
une forme differentielle continue sur W, que nous noterons <o v . 
Elle est definie par : 

(IX, 5; 15 sexto) <X,w,(fl)> = <XxY,( l ) (a, b) >. 

Si est k fois continument differentiable, ou continue a support 
compact, il en est de meme de Dans la derniere hypothese, on 
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peut integrer <o v sur la variete orientee W, et poser J (Y) = J 

J w 

La fonetion J : Y — * J (Y), ainsi definie, est une fonction sur *17. 
Elle est manifestement lineaire sur le sous-espace vectoriel des mul* 
tivcctcurs tangents en un point b de V. Montrons que J est continue 
sur C \J. Puisque o> est continue, elle est separement continue en Y 
lorsque X est fixe, et uniformement lorsque X pareourt un compact 
de 'll). Cela signilic que, si Y tend vers Y 0 sur HJ, alors o> v converge 

vers oi vo uniformement sur tout compact de W, done dans D K , 
ou K est la projection sur W du support compact de co; et par 

consequent j* <o v converge vers f o Vft , ce qui montre la continuity 
J w J w 

de J. ./ est par consequent une forme d iff erentielle de degre (p — r) 

continue sur V. On notera aussi 1 w cette forme J. 

J w 

Donnons quelques proprietes de Poperation que nous venons de 
definir. 


1° Si o> est de la forme <o = a A (3, ou a (resp. 3) est une forme sur 
W (resp. V (*)), on a : 

(IX, 5; 16) f «W 

J w \./ W / 

En effet : 


(IX, 5; 17) <«Ap, Xa Y> = < a (a), X > < (3 (6) Y>, done 

(IX, 5; 18) co Y (X) = < a (a), X > < (3 (b), Y >, 
w y = < (3 (6), Y > a, ce qui donne : 


(IX 


,5; 19) J(Y)=f 6, Y = <(3 (b), Y> f a 
J W J w 


ou f co = 

(f -)p. 

* w 

\J w / 

t. 


R r muni de 

son orien- 


tation canonique), alors to peut s’ecrire 


(*) La notation aA(3 est impropre, comme I’etait la notation XaY. Si L et M 
sont les projections canoniques de W X V sur W et V respectivement, on devrait 
ecrire L*aA.M*(2 
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(IX, 5 ; 20) t>) = ^ “u ( w > v ) d‘ w \ A dv j, 

ou I et J sont des parties des ensembles (1, 2 ... r), (1, 2 ... n). 
Alors on voit ais&nent que : 

(IX, 5; 21) f a = ^ ( f (x^j {w, v) dw^\ dv 3 . 

J W £—4 \J W / 


3° Si maintenant W et V sont quelconques, on pourra toujours, 
grace a une partition de l’unite, decomposer co en une somme 




finic y 6) v , chaque co v ayant son support dans un produit d’ouverts 

admettant des diffeomorphismes avec des ouverts de R r et R n 

respectivement. La linearite de l’operation f permet alors de cal- 

J w 


culer i <o en se ramenant a la formule (IX, 5; 21). 
j w 


4° Si <o est k fois continument differentiable, il en est de m6me 

de f o. On le voit en se ramenant, comme il est dit a 3°, au cas 
J w 

d’ouverts de R r et R n . 


5° Si (5 est une forme differentielle continue sur V, et si on l’iden- 
tifie avec celle qu’elle definit sur W X V, et qui n’est autre que son 
image reciproque H*p associee a la projection H de W X V sur V, 
on a : 

(IX, 5; 22) f w (“ A ^ - (J w «) A P 

ou f (u A H* p) = | f 

On le voit par la meme methode que 4° en se ramenant a 2°. 

6° Supposons V aussi orientee et pla^ons sur W X V l’orienta- 
tion canonique de produit. Alors Vintegrale de co sur W X V se 
calcule par deux integrations successives, comme on le voit encore 
en se ramenant a 2° et en utilisant le theoreme de Fubini elemen- 
taire : 
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(IX, 5; 23) 


f 

J WxV 




H. 


7° Si co est de degre r, | co est une 0-forme c’est-a-dire une 

J w 

fonction. Sa valeur en un point 6 de V n’est autre que l’integrale 
de la forme induite par co sur W X { b }. 

8° Soit a caleuler f dco. En localisant et en prenant les notations 
J w 

de (IX, 5; 20), on peut ecrire 

doi — d w co -|- (— l) cwdI d v w. 

Mais l'intcgrale sur W ne retient que les composantes a> hJ dw 1 Ad^. 
pour lesquclles card I = r. D’autre part, si W est sans bord, 

[ </ w co = 0 d’apres Stokes; et d y commute avec £ ; done : 

J w j w 

(IX, 5; 23 bis) |* d co = (— l) r d £ co. 

J w J w 

Cette formule ne subsiste pas si W a un bord 6W ; cependant elle 
subsiste toutes les fois qu’on peut appliquer Stokes comme plus 
haut, c’est-a-dire si co induit 0 sur 6W X V. En realite la formule 
subsiste toujours, a condition de raisonner au sens des courants 
comme on le verra a (IX, 5; 24). 

Soit maintenant co une forme impaire sur WxV. Comme W est 
orientee, elle definit une correspondance biunivoque entre les 
orientations locales de V et celles de W X V, done un isomorphisme 
canonique entre (W X V)~ et W X Alors co definit une forme 
ordinaire co sur W X V, anti-invariante par la symetrie a de V. 


(*) Naturellement, si e’est V qui est orient6e, on peut definir une operation ( avec 

J V 


des propri6tes analogues. On posera : 

cox (Y) = <XaY, to (a, 6) >, K(X) *= 

On aura : 


ox, d’ou 
V ■< 


! <o. 
Jv 




2 


uy dwi A dvj 


( f oijr dvj\ dm, et, si W est 

U 1 / 

IJ 


aussi orientee, I o — | ( (o). Dans 1’un comme dans 1’autre cas, on a 

J WxV j w \JV / 

considere le produit W X V, ott W est tcrite avant V. Si l’on effectue la symetrie 
canonique W X V -*■ V X W, on change 1’orientation, done I'int6grale de o sur 
le produit; mais les definitions des integrates partielles sur W et V changent aussi 
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(Cette forme depend done de 1’orientation de W, et- change de 
signe avec elle.) Done J to est une forme ordinaire de V, <r-anti- 

•» W 

invariante, e’est-a-dire une forme impaire sur V, que nous noterons 

f to. Mais si on change l’orientation de W, co change de signe et 
w“ 

aussi son integrale sur W, done [ u ne change pas. Cette opera - 


j w 


tion sur les formes impaires a des proprietes analogues a celles 


w 


de la meme operation sur les formes paires; dans (IX, 5; 16) on 
pourra prendre {5 impaire, dans (IX, 5; 20) les dv 3 seront des formes 
impaireS, dans (IX, 5‘; 22) £ sera une forme impaire, dans (IX, 5; 23) 
V et W ne seront pas orientees et to sera une forme impaire. 

Nous considererons r application H, projection canonique de 

W X V sur V, et l’appiication ff, projection canonique de 

(W X V)~ = W X V sur V, done donnant une application 

orientee encore notee H de W X V sur V. On peut done parler des 

projections sur V des formes paires ou impaires de W X V. 

Montrons alors que 

r r 

) to = H to et que ‘j to = H to. 

J W J w ~ 

II suffit de le faire pour l’un d’eux, par exemple le premier; en 
utilisant (IX, 5; 1) et (IX, 5; 22 et 23), on aura, pour <p € CD : 


J w x v 


to a“*? = 


(IX, 5; 23 ter) H to • 9 — to • ft* 9 = ( 

~ j ^ 

jff A 

”/ J v L\J w / “ J Kj vr / 

^ to, comme nous voulions le montrer. 


Done fl 


= r ft 

J V \J w 

- - f 


J w 


Nous avions deja vu que ^ to dependait de l’orientation de W, 

J w 

(et aussi du fait que, dans l’ecriture de U comme produit W X V, 
on pla^ait W avant V). On le voit de nouveau dans H to, car la 
definition de H a partir de H depend des memes choses. Mais on 

a vu que, si to est une forme impaire, ( to n’en dependait plus; son 

J W — 


J W 
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expression par H co le montre bien. II en resulte, tout etant local 

sur U = W X V, qu’on peut definir l’integrale I a = Hw d’une 

forme impaire co, meme si W n’est pas orientaWe. C’est seulement 

f co et Hco que nous considererons desormais. 

Jw“ 

Soit maintenant U r+ * un espace fibre de classe C* sur V* 
(r ^ 0). Nous supposerons que V est sans bord, ou que toutes les 
fibres sont sans bord (de maniere que U soit bien une vari6t6, avec 
bord eventueUement). 

Pour tout ouvert V ( de V au-dessus duquel U est isomorphe h 
un produit W x V,, on peut, par une carte, definir l’int^grale 
d’une forme co sur les fibres, et le resultat est independant de la 
carte, puisque c’est Fimage directe par H ; par partition de l’unit6, 

on passera a U tout entiere : si co est une p-forme impaire continue 
sur U, a support compact, son integrate sur les fibres est une ( p — r) 
forme impaire continue sur V; elle est de classe C* si co est de 
classe C*; et elle n’est autre que Hw, H etant la projection cano- 
nique de U sur V. Si alors T est un p-courant impair sur U, a sup- 
port compact, sa projection HT, (p — r)-courant impair, pourra 
etre appelee aussi son integrate sur les fibres (extension de Vexem- 
ple 2, p. 325). 

Toutes les conditions d’application du theoreme III sont r6ali- 

sees, et il existe done une image reciproque H*'f' de tout courant 
pair sur V ; c’est un courant de meme degre p sur U, et d’ordre ^ k 
si T est d’ordre ^ k. 

Cette integration sur les fibres joue un role important en theorie 
des espaces fibres a fibre vectorielle. Soit E un espace fibr6 C" k 
fibres vectorielles de dimension finie r sur une variete sans bord. 
On supposera choisies sur les fibres E,, xeV, des structures eucli- 
diennes, variant C* avec x. Soit U l’espace fibre des boules 
unites des fibres E x . A’.ors U est fibre-en boules sur ( V. Soit o> une 
p-forme impaire sur U, de classe C 1 , induisant 0 sur le bord de U 
(qui est fibre en spheres sur V). On peut alors appliquer (IX, 5; 

23 bis). Alors f co est une (p — r)-forme impaire sur V, ferm^e 

J fibre* ^ 

si co est fermee. On en deduit une application Kneaire de l’espace 
vectoriel de cohomologie reelle tordue de degre p de U modula ton 
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bord dans l’espace vectoriel de cohomologie reelle tordue de degre 
p — r de V, appelee h omomorphisme de Thorn- Gy sin. 

l\ n’est meme nullement necessaire de supposer U fibre sur V, 
car tout est local sur U : Soit H une application C* d’une variete 
U n+r sur une variete V" faisant de U une variete localemenl fibree 
sur V, c’est-a-dire telle que tout point de U ait un voisinage U< 
dilTeomorphe a W, X V (y W, variete C“, V, ouvert de V, W,- ou V, 
sans bord, le diffeomorphisme transformant H en la projection 
canonique W,- X V,— ►.V i . Alors tout subsiste. Or ceci signifie 
simplement que H: U n+r — - V n , est de rang constant n> au moins 
dans le cas de varietes U m et V n sans bord. 

Bien que H ne fibre pas necessairement globalement U sur V, 
on convient d’appeler fibres les images reciproques des points, 
H _1 ({t/}), t/e V; ce sont des varietes, sans bord, si U et V sont 
sans bord. 

On peut done enoncer, en globalisant les formules (, T X, 5; 16 a 
23) qui ne sont autres que les formules d6ja vues (IX, 4; 9) : 

Image reciproque des courants dans le cas dune application de 
rang n de U m dans V n 

Theoreme IV. Soient U m , V n , des varietes C“, et soit H une appli- 
cation de U dans V , faisant de U une variete localement fibree 
sur V ( par exemple partoul de rang n, si U et V sont sans bord). 

Pour tout p -courant impair T_ sur U, d support compact , V image 
IIT_est un (p — r) -courant impair sur V, quon appelle aussi inte- 
grate de T sur les fibres et quon note J T. Si on convient d’appeler 

J fibre* 

w h(i) l' image reciproque H* dune forme paire to sur V, on a les 
formules : 

f (T a *h<.>) = ( f r) A a,a forme C* surV; 

J fibre* — W fibre* / 

f A I) = (- 1)™ « A f li 

| J fibre* v fibre* 

(IX, 5; 24) < b f T=[ b T; 

| J fibre* J fibre* 

I d f ?=(- 1)' f AT; 

i 1 J fibre* J fibre* 

iff 1 = f jr. 

\ V J fibre. J TF~ 
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Si T est un courant d'ordre ^ k, il en est de meme de { T. 

J fibres ~ 

Si T est une p- for me impa-ee de classe C k (au sens usuel), f T 

~ J fibres 

est une (p — r) -forme impaire de classe C k . 

II existe une image reciproque ( H*T) X — T U(m) des courants pairs T 
sur V. Si T est un p -courant pair t il en est de meme de T u to) ; si T 
est d'ordre < k ou est une forme de classe C k , il en est de meme de T'ho*) 
On a les formules : 

( (J A *)m*> = T H (*> A *hw, a forme C® sur V; 

(IX, 5; 25) | (a a T)h(*> = a Ht*> A Th(*> > 

r { (^T) Hte) = d (T Hto) ), si U est sans bord ( 1 ). 

Les exemples donnes anterieurement, oil H etait un difTeomor- 
phisme local, sont des cas particuliers de celui-ci, avec m = n, 
r = 0. 

Il semble probable que le theoreme III s’applique dans des condi- 
tions un peu plus generates que le theoreme IV, mais « a peine ». 

Applications et exemples 

Exemple 1. Definition de pour un 0 -courant pair T sur un 
groupe de Lie G 

Soit G un groupe de Lie. Prenons, pour application H, l’appli- 

o ° 

cation (x } £) — ► £ ~ x x de G X G dans G; soit T e 3)' (G). Nous eonsi- 
dererons d’abord l’isomorphisme J de G e X G^ sur G* X G, defini 
par : 

(IX, 5; 25 bis) w = x> v = Zr 1 x; x = % = mr*. 

Alors H n’est autre que la composee de J et de la projection 
(w, v) — •> o de G„ X G„ sur G*. Comme il existe des : mages recipro- 
ques pour chacune de ces deux applications, il en existe aussi 
2 * _ _ 

pour H. Soit 9 une 2n-forme impaire C" a support compact sur 

G* x G 5 , qui peut par consequent s’ecrire {#, £) dx_d_ |, oil 

dx designe une mesuro de Haar (invariante a gauche) particuliere 

2 * _ 0 

sur G. Cherchons son image directe H 9 . Soit 6 e 3)„. On a : 

{*) Si U a un bord, la note {*) de la page 79 donne un contre-exemple. Si U 
est sans bord, comme il «8t localeraent fibre sur V, H (U) ne rencontre pas le 
bord de V 
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(IX, 5; 26) H<p*0 = 9*H*6= ff 6 tfr'x) * (a, l) dxd\ = 

J J GxG 

= f rftv f 0 (£ -1 tv) tj; (tv, Q d% — f dtv f 0 (>j -1 ) A (tv, tv?)) di) (*) — 
G JO Jo J 

= f dw (* 6 (v) ^ (tv, tvv -1 ) (A (v)) -1 dt> ( 2 ) 

JO J Q 

— f 0 (v) (A (v)) -1 dv if ib (tv, tvv -1 ) dtv ( s ) 

J G Jo 

et par suite 

(IX, 5 ; 27) H (A (*, ',) dxdi) = [(A („))-» f A («., «ri) 

L J G J 


On verifie bien trivialement /par derivation sous le signe 0 

\ J / 

que le second membre est une forme indefiniment differentiable 

°, 

sur G w . Alors l’image reciproque H*T sera definie par : 

(IX, 5; 28) TV,, • «[> (*, 5) dxdl = T,- 

J(A (v)) -1 f 6 (tv, tvv -1 ) dtvj dv. 


Supposons en particulier fixee une fois pour toutes, sur G, une 

o 

mesure de Haar dx invariante a gauche. Appelons alors 8 le 0-cou- 

. <t # # 

rant pair associe a la distribution de Dirac 8 de l’origine par la 
» o o 

mesure de Haar : 8 = 8 dx. Autrement dit on a 8 . i*/ ( x ) dx = <J/ (0). 
L’image reciproque est alors definie par : 

(IX, 5; 29) • tp (x, £) dxd'j — j ^ ( w » w ) dw. 

Par abus de langage, si G est muni une fois pour toutes d’une 
mesure de Haar invariante a gauche et d’une orientation inva- 


(*) En posant E, hv ~ tj' 1 ou £ = w rj, pour w fixe. Comme d £ est une mesure de 
Haar invariante k gauche, d’E. — dt\ 

(*) En posant = v~ l . Ici A(v) est le module de G (voir Weil [1], p. 40) 

(*) L’interversion des integrations est* legitime, puisque (A (v))' 1 6(v) iji (w,wv~ x ) 
est continue 4 support compact " 
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riante a gauche, auquel cas on pourra parler sans ambiguite de 
distributions sur G, nous appeUerons T^-i*, oil T est une distri- 

0 

bution sur G, la distribution associee au 0-courant pair a 

0 

partir du O-courant pair T. Plus particulierement encore, si V est 
un espace vectoriel muni d’une mesure de Lebesgue et d’une orien- 
tation, et si T est une distribution sur V, on definira la distribution 
T*- 5 par : 

(IX, 5; 30) • * <*,5) = T,- (w, w - V ) dw. 

En particulier, on aura : 

(IX, 5 ; 31) S„ 5 • + (*, 5) = J T ♦ («-, W) d <v. (*) 

Le courant T^-i* joue un role important dans la convolution 
des courants sur le groupe de Lie; voir Norguet [1], Marianne 
Guillemot [1], Braconnier [1]. 


Exemple 2. Courants lies a une forme quadratique sur un espace 
vectoriel de dimension finie 

Soit V un espace vectoriel de dimension finie m sur R, et soit Q 
une forme quadratique sur V. Alors Q est une application C“ de V 

dans R; ici r = m — 1. Pour tout p-courant impair 'f sur V, a 
support compact, il existe done une image directe QT, (p — m -f l) w 
courant impair sur R; les seuls cas non triviaux sont en fait 
p = m — 1 et p = m. Si Q est definie positive, V est euclidien 
pour Q, et Q : V — ♦ R est propre; done on peut meme supposer T a 
support quelconque, et on a par exemple : 

/ * i 

Q8 = 8 

(TX, 5 ; 32) ^ 

Q dx = ^ S„ t dt > 


ou S B est l’aire de la sphere unite dans V, soit 



f 1 ) On retrouvera une demonstration de ces formulas dans Schwartz fll], formul© 
(1,4; 21), p. 105 
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V 

En effet, si <pe 3) (R), et si on appelle aussi r la fonction yTJ : 
(IX, 5; 33) < Q {da :),jp > = < dx, <p°Q > 

= f <P (»■*) dx = f <p (r») S B r"- 1 dr 

J V Jo 

_ f 


w— 2 

,*+• Ezi dt t ‘ 

“j. 


Ces formules sont systematiquement utilisees dans Schwartz [13]. 
exposes 7, 8, 9, pour 1’ etude des distributions sur V, invariantes 
par les operateurs orthogonaux relatifs a Q. Si on appelle CD' (V; Q) 

l’espace de ces distributions, identifie a CD' (V; Q), et si CD' (R + ) 
i 

est identifie a CD' (R+), on montre que Q : T_ — 1 ► QT est un isomor- 
phisme de CD' (V; Q) sur CD' (R+). 

Revenons maintenant au cas general oil Q est de signature quel- 
conque, mais non degeneree. Alors 1’ application Q : V — *• R, a le 
rang 1 en tout point distinct de l’origine 0, et le rang 0 a l’origine. 
Done on peut appliquer le theoreme IV j si T est un courant pair 
sur 1 K(a) est un courant pair de meme degre sur V — O, evidem- 
ment invariant par le groupe orthogonal de V relativement a Q. 
Les proprietes de T Q ont ete etudiees par de Rham [4], Methee [1], 
Carmen Braga [1], On demontre que, si on identifie les distribu- 
tions sur R et sur V — 0 aux O-courants pairs, V operation 
Q* : T — * Tq est un isomorphisms de CD' (R) sur CD' ( V — O ; Q) iors- 
que Q nest ni definie positive ni definie negative ( 1 ). 

On notera que, si Q est definie positive ou definie negative, on 
peut etudier CD' (V ; Q) par l’image directe des courants impairs 
de dimension 0; sinon on ne peut etudier que CD' (V — 0; Q), 
et cette fois par l’image reciproque des courants pairs de degre 0. 

Appliquons par exemple la formule (IX, 5; 3). Soit V = R”, 
Q (x lf ..., a: n ) = xf -}- xf -j- ... x*_! — x*. Soit T un 0-courant pair 
sur R, et T', T", ses 2 premieres derivees. Alors 

(IX, 5; 34) (T Xi . +w+ ^ (i _ i _ (e> ,) = i 2^ 

± signifiant + si i = 1, 2, ..., n — 1, et — si i = n. 

T*>*+ -+**»-,-*.* — 4af T i 2T 


(*) Si Q est definie positive ou i)6gative/l/«’e3t un isomorphisme de 3)' (R+ — O) 
sur ay (V — O; Q) 
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En posant □ = ^ (d’Alembertien) : 


4-1 


(IX, 5; 35) □ T^. + 

= 4 (sf 4 f 4-1 - 4) T'e l » + „. +x . i 

+ 2»TV m * 

— S, » 


■ 7 asi*+*t , + •••+**». i— *•*> 


ou S est le 0-courant pair 4T' + 2nTJ sur R. Done T ait . + ^, + _ +ifl ^ r _ fc , 
aura un d’Alembertien nul, si et seulement si T verifie sur R l’equa- 
tion differentielle 4*T' 4- 2nT' = 0. 


Exemple 3. Soit H une application C® de U m dans R; on suppo- 
sera que H' e^t ^ 0 en tout point de U. Alors H est de rang cons- 
tant 1, et on peut appliquer le theoreme IV, si U est sans bord. 

Soit a e R ; H -1 ({a}) est une hypersurface E a de U. EEe est 
canoniquement munie d’un sens de passage, celui des H croissants 
(une courbe transversale a S 0 a pour sens positif en un point de E a 
celui pour lequel H est croissante). Elle definit done une chafne 
tofdue de dimension n — 1, ou un 1-courant pair, que nous appel- 
lerons encore 2 a (exemple 7, p. 328). Pour la definition de cette 
chalne tordue, on utilise l’injection orientee de £ 0 dans U; pour 
definir cette injection orientee, rappelons qu’en un point de 
1’orientation transversale positive (sens des H croissants) suivie 
d’une orientation de donne I’ orientation correspondante de U. 
Cela revient a dire ceci; H definit localement une fibration de U, 
e’est-a-dire une expression de U comme produit de R par on 
considere qu’on ecrit le produit en mettant R d’abord : R X 

Si alors o est une ( n — l)-forme^ impaire continue sur U, elle 
induit une (n — l)-forme impaire sur Z a , et < E a , o > est l’inte- 
grale sur de cette forme induite. 

D’autre part Ho est une 0-forme impaire sur R, son integrate 

sur les fibres [* o. Cette integrale se calcule suivant la methode 

J flbrw 

indiquee page 383 et suivantes. Mais la on doit, dans la fibration 
locale de U par H, e’est-a-dire dans 1’expression locale de U comme 
produit, 6crire 2 # X R et non R X 2, (note ( l ) page 387); 
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r w — l i^—i r „_i 

Done ‘ to = Hu est, sur R, la fonction a; — *-(— l)” -1 ( to = 
J abif i j *->x 

= (- l)*~ l < S*, to > = < to, 2 X >. 

i i 

naors l’image reciproque H*T d’un 1-courant pair T sur R est 
un 1-courant pair donne par : 

(IX, 5; 36) <V!h*T> = < Hq>,T> = <<V, , S x >,T ie > 

= (- l)"- 1 < V, T x > 

cVou .Von deduit : 

( T X, 5; 37) < H*T ,V> = < T x , f V>. 

J £. - 

En particular : 

(IX, 5 ; 38) < H* «<„> ,V> = f V ou 
(IX, 5; 39) H‘^ a) = 2 a , 

. i i 

en. designant par 8( a > le 1-courant pair associe a 8( a > par Forien- 
tation de R. 

Soit Y la fonction d’ Heaviside sur R; on a dY — 8 (cou rants 
pairs). La commutativite de H* avec d donne : 

(IX, 5; 40) 1 t£(YoH) = 2o, 

ce qui n’est autre que la formule de Stokes ou (IX, 3; 18). 


§ 6. Transformation de Fourier des courants temperes sur 

UN ESPACE VECTOR1EL DE DIMENSION F1N1E (*) 

Soit V n un espace vectoriel de dimension finie n sur R. Pour 

V 9 

tout p, on definit trivialement l’espace y (V) = y des p-formes C“ 
a decroissance rapide ainsi que leurs derivees, et 1’espace analogue 

(V) — C/ de p-formes tordues. Le dual de cf est l’espace cf' des 

p-courants pairs temperes, le dual de (j est l’espace <£ des p- 
courants tordus temperes. Un courant est tempere si et seulement 

(*) Cette etude e*t due k Scarfiello r l] */ 
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si, apres choix d’une base de V, son expression suivant (IX, 3; 2) 

a des coefficients qui sont des distributions temperees, 

* 

La transformee de Fourier $ d’une cpe|/(V) est une fonction 
<l/e^(V'), V' dual de V, definie par 

(IX, 6; 1) (y) = f exp (— 2 inx.y) 9 (x), 

j v 

oix x.y est le produit scalaire de a; e V et ye V'. Ainsi & envoie 

S^(V) dans (V'), et de meme ^(V 7 ) dans (/(V). 

C’est d’ailleurs un isomorphisme, comme on le voit en choisissant 
une base de V; et 5 a la meme propriete. 

Par transposition 

(IX, 6 ; 2) < ? L S > = < T, ^ 9 >, 


^ est un isomorphisme de l’espace ^ (V) des n-courants impairs 

temperes sur V sur l’espace $ (V') des 0-courants pairs temperes 
sur V'; de mfeme avec echange des roles de V et V', et de meme 

pour 5 r . Par tensorisation avec un espace vectoriel de dimension 

» 

finie E sur C, & et & sont des isomorphismes de y (V) <g) E sur 
(V') <g> E. 

Nous allons maintenant definir les images de Fourier de courants 

k 

temperes de type quelconque. Soit to v la /r-forme « identique » 
de V a valeurs dans A (V), forme qui, a chaque A*-vecteur de V 
associe ce /r-vecteur lui-meme. Alors, si T e $ (V), [f A toy est 


un n-courant impair a valeurs dans A (V), c’est-a-dire un Element 
de C' (V) <g> A (V). On peut done prendre son image de Fourier 
par la tensorisation ci-dessus, avec E = A (V). Done ?(Ta 
est un 0-courant pair tempere sur V' a valeurs dans A (V). Mais 

0. » — p _ *~rv 

v (V') & A (V) est canoniquement isomorphe a (V'); en effet 


une fonction sur V' a valeurs dans A (V) est exactement un champ 
de ( n — p)-covecteurs sur V', c’est*a*dire une ( n — p)-forme sur 
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V', et cette identification se prolonge par continuity dux courants 
temperes (voir d’ailleurs les sections-distributions d’espaces fibres 

a fibres vectorielles, p. 339). Done 'f — ► (F (^A o> v ) est une appli- 
cation lineaire continue de (V) dans "cf (V'). Nous 1’appellerons 
* .^operation ^ serait definie par T — *■ & (<i> v a*T). On defi- 

> »_* r 9-+n-v k 

nirait de meme et w 3 r . Si maintenant on appelle <o v la /r-forme 

k 

tordue « identique » a valeurs dans A (V), qui, a chaque /r-vecteur 

p-+n— v 

tordu de V, fait correspondre lui-meme, on defmira applica- 


tion f — * (f A «£) de Cf (V) dans (V') ; et de meme les 
autres applications, avec ^ avec ^ • 

Tel est le mecanisme de la transformation de Fourier pour les 
courants pairs et impairs temperes. On en deduira aisement ses 
principales propriet£s. D’abord e’est un isomorphisme et la for- 
mule ( de reciprocity de Fourier s’ecrit 


(IX, 6; 3) ^,5 o = identity. 


avec 7 autres formules analogues. Autrement dit, pour avoir 
I’inverse d’une transformation de Fourier, on echange $ et 3r t 
on 6change a et <o, et la droite avec ’a gauche pour la place de <o 
par rapport a 

Demontrons cette formule. Prenons pour cela une base de V, 
de sorte que V = V' = R". Mais, comme nous l’avons deja fait 
en realite partout au chapitre vir, nous maintiendrons V et V' 

distincts; nous appellerons e„ i = 1, 2, ..., n, la base de V — R n , 

fj ,£ = 1, 2, ..., n, la base duale de V'; nous appellerons #,• les fonc- 
tions coordonnees sur V, y { les fonctions coordonnees sur V'. 
L’orientation de R n permet d’identifier courants pairs et impairs, 
ce que nous ferons. 


Alors on peut ecrire 

(IX, 6; 4) fr-TT.ir,, 

I 


I parties ordonnees a p elements djb { 1, 2, ..., n }; 
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(IX, 6; 5) 



Cj dx. 


j. 


J parties ordonnees an — p elements de 


( 1,2 


, 


(IX, 6; 6) 


n}, J { 7i» /a » •••» Jn—v }, 7i < /a < < in— pi 

e J = «/i A e, 2 A ••• A e^A (V) ; 


4» »~i> 

T A w v = 


2 


Tj ej ctrj A dx j — 



1) P<W) dx. 


p (I, J) signature de la permutation {I, J} de {1, 2, ..., n}, dx 
mcsure de Lebesgue; 


(IX, 6 ; 7) S = T (f ) = V J- (Tj) J (- ?.)««, 


ou Ti est la distribution associee a T l dx par la mesure de Lebesgue 
de R n , J (Tj) son image de Fourier suivant le chapitre vn, iden- 
tifiee a un 0-courant sur R n = V'; on doit identifier S a un (n — p)- 
eourant £ur V', en identifiant les e t aux diflerentielles des coor- 
donnees sur V' == R n , on remplace done e 3 par dy 3 : 


(IX, 6; 8) 


(IX, 6; 9) 



K parties ordonnees a p elements de { 1, 2, ..., n 


(IX, 6; 10) 



? (Tj) (- ljortj’ dyi A d y 3 1 
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(IX, 6 ; 11) 3 («v, a*S) = 2 T > /* = 2 Ti ‘ &i; 


ce qui montre la formule (IX, 6; 3). 

Toute la theorie etudiee est invariante par les automorphismes 
de la structure c’est-a-dire les operateurs lineaires inversibles de V. 

V 

Si done H est un tel operateur, H son contragredient (ou transports 

V 

comme operateur sur V' par transport de structure, H = (‘H) -1 ), 
on aura necessairement, pour tout p et tout 'f eCf' (V) : 

p »W p V v — P 

^ (HT) = H(^ v T) 


et les autres formules analogues. 

Si en particulier on prend V = R" = V', p = n, et qu’on iden- 
tifie 0 et n-courants pairs ou impairs a des distributions, on voit 
cependant que, dans le l er membre, H est l’image directe d’un 

V 

rc-courant impair, et, dans le 2 e , H est l’image directe d’un 0-cou- 

rant pair, de sorte qu’on tombera inevitablement sur les difficultes 

n n 

indiquees page 371. Pour T, HT est celui qui a ete defini au cha- 
pitre i, a la formule (I, 5; 6); si FT est une fonction continue f, 

V V 

on a (H/) (y) = f (H -1 (y)) = / (‘Hy); on retrouve la formule 
(VII, 6; 11), dont nous avions annonce alors la generalisation 
possible. 
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Cauchy (valeur principale de) 42, 48 

Chalnes 326 

Chaleur (Equation de la) . 145,289 
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Couche multiple 102, 127 
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Sym^trie (operation) 
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Trace 


220 

171,176 
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224 
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Transformation infinit&imale 351 

Transformation de Fourier, Laplace, voir Fourier, Laplace. 
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Type positif, voir positif. 

Valeur principale de Cauchy 42, 383 

Vartetd indlflniment differentiable 31, 313 
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Vectorielle (distribution) 30 
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masse + 1 au point Xy, P- 19. 
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H n (x) polyndme d’Hermite, p. 261. 
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'•(-) - [if 2 ( - 1)1 


k- 0 


*ir(v f * + i) 




tr 0 Air(v + ft + i) 

Y fx) = J v( g ) cos nv - J-y(x) 
y ' ’ sin Ttv 

H«>(x) - J v (x) + i Y v (x) 

H«(x) = J v (x) - »Y v (x) 

v ’ 2 sin 7CV 


Pseudo-fonctions mondmes Y mf p. 43. 
Pseudo-fonctions Pf r", p. 45. 

Distributions L*,, p. 47. 

Distributions Z,, fonctions s, p. 49, 50. 

I* l tef P *» Q. x *f P- i 4 - 15 - 

x-y = x^j + x# t + ••• + x*y„ p. 231. 

a * , V , , * 

A " b^ + b7j + - + 

. — . a* b* b» 

□ = r — ; — r— : — — — x— 5 — . p. 50; 
bx* bxj bx*_i * 

» 0 de type positif, p. 274. 

Operations v et p. 167, 251. 

V, % p. 315 co, w, 5, p. 317. 

i (£), produit interieur, p. 318. 

notations (J-^aoi, cca^ - 1 , p. 319. 

0 {£)> transformation inflnit4simale, p. 351. 

Cobord d, bord b, p. 343. 

Courants T, T a co, p. 327-328. 



ESPACES DE FONCTIONS ET DE DISTRIBUTIONS 


(C), p. 15; (e'), p. 17; (C*), p. 16; (C n ) p. 20; (C^), p. 20; (B), pp. 21, 65; (B'), 
PP- 25, 71; (B K ), pp. 24, 64; (B n ), p. 26; (Dq), p. 26; (0)"*). pp. 21, 24; (»'«), 
p. 26; (0)>v«, p. 31; (B) v \ p. 31; (£), (£"), p. 88 ; (£'), (5'"*), P- 89; (B)„ (B')„ 
p. 107; (B + ), (B_), (B' + ), (Bl), p. 172; (B+r), (B_ r ). (®+r), (b!_ r), P- 177; 
(®w), p. 199; (3), (»), p. 199; (BO, p. 200; (»'), (»'), P- 200; (a„). (a^), 
p. 206; (t$), p. 233); <#'), p. 237; (0 M ), p. 243; ( 0 ' c ), p. 244; ^(r),^ (D, O^ (D, 

p. 303; B-, 3), B, p. 314; B"*, B, B, p. 316; B , ’», B\ B', B'-, B', B', p. 323. 


Relations d’inclusion entre ces espaces 


E 

Chaque signe EC Fou 0 marque que E est contenu dans F, avec une topologie 
F 


plus fine : 


P <q 

(B) c ^*) c (Bl.) c (bo c (a) C (a) c (o M ) c (6) 
nnn nnnno 
(6') c (O') C (bO c (bL) c (a') c (a') c (fj') c (b'). 

P < q 


IMPRIME EN FRANCE - BOISSEAU - TOULOUSE 
DEPOT LEGAL QUATRIFME TRIMESTRE 1966 
NUMERO DFDITfON 555 1 C 
HERMANN, EDITEURS DES SCIENCES ET DES ARTS 



